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zawodnosci elementow i systemow

1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest poznanie metod procesOw Markowa i semi-Markowa w analizie nieza-
wodnosci oraz nabycie umiejgtnosci ich wykorzystania do obliczen niezawodnos$ci elementow
1 systemow.

2. Wprowadzenie

a) Podzial metod obliczeniowych

W przypadku systeméw o zlozonej strukturze niezawodnosciowej istnieje wiele metod obli-
czen wskaznikéw niezawodnosci, rézniacych si¢ pomiedzy soba dokfadnoscia 1 czasem obli-
czen. Mozna je podzieli¢ na trzy podstawowe grupy: analityczne, w ktorych zdarzenia lub
procesy losowe poddawane sa analizie; symulacyjne, w ktorych zdarzenia lub procesy losowe
sa symulowane oraz mieszane, w ktorych wykorzystuje si¢ oba wyzej wymienione podejscia.
Szczegdlowy podziat metod obliczen niezawodnos$ciowych zostat przedstawiony na rys. 1.

Metody obliczen
| |
Analityczne Symulacyjne Mieszane
|
Zdarzen losowych | Procesow losowych
Dekompozycji: prostej, || tancuchdw
ztozonej lub zupetne) Markowa

Minimalnych sciezek Procestw

i przekrojow | semi-Markowa
Ortogonalizagji funkcji Procesow
O Markowa

Tablicowa

Rys. 1. Podzial metod obliczen niezawodnosciowych
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b) Metody proceséw Markowa i semi-Markowa

Wsrod metod analitycznych opartych na analizie proceséw losowych (zwanych tez metodami
przestrzeni stanow) do najczgsciej stosowanych naleza metody lancuchow i procesow Mar-
kowa a ostatnio procesow semi-Markowa. Bazuja one na przyjgciu za model niezawodno-
sciowy badanego obiektu procesu losowego spetniajacego wlasnos¢ Markowa. Ich stosowanie
wymaga jednak spetnienia pewnych zalozen.

I tak w przypadku metody procesow Markowa rozktady prawdopodobiefistw czasow przeby-
wania w stanach musza by¢ wykladnicze. Wyjatek stanowia obliczenia wartos$ci asympto-
tycznych wskaznikdéw niezawodnosci. W niektérych przypadkach istnieje rowniez mozliwos¢
takiego przeksztalcenia przestrzeni standw by niewyktadnicze rozklady prawdopodobienstw
zastapi¢ ciagiem rozktadow wyktadniczych.

Metoda tancuchéw Markowa moze by¢ stosowana przy zatozeniu, ze proces zmiany stanow
jest pierwszego rzedu.

W procesach semi-Markowa rozktady prawdopodobienstw moga by¢ dowolne, lecz wigksza
uniwersalno$¢ metody wymaga zastosowania bardziej ztozonego aparatu matematycznego.

Proces losowy jest to rodzina zmiennych losowych okreslonych na wspolnej przestrzeni pro-
babilistycznej (V, F, P), przyporzadkowanych poszczegdlnym elementom pewnego zbioru 7.
Zbior T moze by¢ interpretowany jako zbior chwil 1 wowczas uzywa sig takze dla procesu lo-
sowego okreslenia proces stochastyczny.

Mozna zatem proces losowy okresli¢ jako mierzalng ze wzgledu na ciato F — funkcje:
X:VxT—>ScR (1)

Zbior S wartosci przyjmowanych przez proces nazywa si¢ zbiorem stanow procesu, sam zas
proces zapisuje si¢ zwykle w postaci: {X (1),teT }

Tablica 1. Klasyfikacja procesow losowych

Zbior stanow S
Zbior T s . Przedzial
Co najwyzej przeliczalny (dyskretny) | (ciagly)
Co najwyzej przeliczalny (dyskretny) Lancuch losowy Clalfs(osvzvc;reg)
. . Punktowy proces losowy Proces losowy
Przedzial (ciagly) (o dyskretnej przestrzeni stanow) z czasem ciaglym

Wyobrazmy sobie, ze informacja I, jaka mamy o przebiegu procesu X(), sktada si¢ z infor-
macji [*, ze w chwili # bylo X(#) = x, oraz z informacji [** dotyczacej tego, co si¢ dzialo w
chwilach wczesniejszych od #. Jezeli przy posiadaniu informacji [* informacje I** sa zbgdne
dla wyznaczenia rozkladu zmiennej losowej X(¢# + 7) dla chwil p6zniejszych (7> 0), to proces
nazywamy procesem Markowa.

Tak wigc mamy:
PLX (£, +7) < ¥ i 1%} = P{X (1, +7) < )1*}= P{X (1, +7) < )| X (1) =x}  (2)

Bardziej sformalizowana definicja procesu Markowa jest nastgpujaca. Proces losowy
{X (t, +7).teT } nazywa si¢ procesem Markowa, gdy dla dowolnego skonczonego ciagu
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chwil

h<t<..<t,(t, ta, ... , t,€T) 1 dowolnych liczb rzeczywistych xi, x, ..., x , zachodzi row-
nos¢:

P[X(tn) < tn X(tn—]) = xn—] ’X(tn—Z) = xn—2 ""’X(t]) = X]] = (3)

= P[X(tn) = xn X(tn—]) = xn—] ]

Zaleznos¢ powyzsza oznacza, ze warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X(t,) zalezy wylacznie od rozkladu prawdopodobienstwa jednej ze zmiennych losowych
X(t,-1). Whasciwosci procesu Markowa w chwili ¢, nie zaleza od wartosci, jakie proces przyj-
mowal w chwilach #,, 1, ..., #,2. Proces Markowa jest wigc w pelni scharakteryzowany przez
dystrybuantg¢ warunkowa:

F(s, 1, x, y) = PLX(1) < x| X(s) =y, s <1 (4)
albo tez taczna dystrybuante wektora losowego (X(s), X(¢)) wraz z dystrybuanta ,,poczatkowa”
F(s, y) = P[X(s) <yI.
W analizie procesow Markowa zasadnicza role odgrywa funkcja zwana prawdopodobien-
stwem przejscia, ktora jest okreslona dla dowolnych chwil s 1 ¢ (s <¢; s, ¢t €T) oraz dla do-
wolnej liczby rzeczywistej y 1 dowolnego zbioru borelowskiego B, w nastgpujacy sposob:

P(s, £, B, y) = P[X(t)eB| X(s) = y] (5)
Proces Markowa {X (t),teT } jest jednorodny, gdy dla dowolnych s, t € T (s < ) prawdopo-
dobienstwa przejscia zaleza tylko od réznicy ¢ — s = 7, tzn.:

P(s, t, B,y) = P(z, B, y) (6)

W zastosowaniach praktycznych, w szczegdlnosci w zagadnieniach niezawodno$ciowych,
najistotniejsza rol¢ odgrywaja punktowe procesy Markowa okreslone na przedziale
T = [ty, ] z przestrzenig stanéw S = {0, 1, 2, ...}. Realizacje punktowego procesu Markowa
sa funkcjami przedzialami stalymi, a ich wykresy sa liniami schodkowymi.

Dla punktowego procesu Markowa prawdopodobienstwa przejscia

pils, ) =PLX(H)=j| X(s) = 1], t=5,ij=0, 1,2, ... (7)
spetniaja zwiazki:
pij(s’t):Zpik(s’t])pkj(tl’tZ)’(S<t] <t) ()
k=0

zwane rownaniami Smoluchowskiego — Chapmana — Kolmogorowa.

Ponadto dla kazdego i (i= 0, 1, 2, ...) zachodzi rownos$¢:
zplj(s,l‘)zl (9)
j=0

Wprowadzajac funkcje 4, () zwane intensywnosciami przejscia procesu

.1 _— .
IOE ggloA—tpij(t,t+At),z,] =0,1,2,...,i#j (10)
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uzyskuje si¢ uktad rownan rézniczkowych o zmiennych wspdtczynnikach:

dP.
A== 2, OB+ X 2, (P, (1) (1)
ie dl‘ jes
i#j
przy czym:
A (1) = _z j“I'J' ()
Jes
i#]
gdzie:

P{(?) - prawdopodobienstwo bezwarunkowe przebywania procesu w chwili # w stanie i,

Ai(t) - intensywnos$¢ przejscia procesu w chwili ¢ ze stanu i do stanu j.

Gdy proces Markowa jest jednorodny, to intensywnosci przejScia procesu sa niezalezne od
czasu

iy’(l‘) = Ag/’: const., iij

1 uzyskuje si¢ uklad rownan rézniczkowych o staltych wspdtczynnikach:
dP(t
A () =L @)+ 21, P (1) (12)

ieS dt jes
i#j

dla rozwiazania ktérego jest potrzebna znajomos$¢ prawdopodobienstw poczatkowych P;(0),
ies.
Uklad powyzszy mozna zapisa¢ w postaci wektorowej, jako:

d

EP(t) = AP(t) (13)

przy czym: P(t) = [Pi(¢), P(?), ..., Pu()]m x1

D I S M
j=2
A - > A, Ao
A — 21 ]::] j2 2
J*
-l
j“m] j“mZ - zijm
L I
gdzie:

P(t) - wektor kolumnowy prawdopodobienstw przebywania procesu w poszczeg6lnych sta-
nach,
A - macierz intensywnosci przej$¢, m = card S — licznos$¢ zbioru S (liczba stanow procesu).

Macierz intensywnos$ci przej$¢ jest macierza kwadratowa. Nosi ona nazw¢ macierzy quasi —
stochastycznej. Dla jej kazdej kolumny jest spelniona zaleznos¢:

AY L, =0 (14)

jes =
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Uktad rownan Kotmogorowa ma rozwigzanie w postaci:

P(t) = P(0)exp(At) (15)

gdzie P(0) jest wektorem kolumnowym prawdopodobienstw poczatkowych stanoéw procesu, a
t2
exp(At) =0+ At + A° ot

Jesli obliczenie warto$ci powyzszego rozwini¢cia macierzowego jest ztozone mozna postuzy¢
si¢ przeksztalceniem Laplace’a. Wyjsciowe rdwnanie macierzowe przyjmuje postac:

sP(s) - P(0) = AP(s) (16)

lub
P(s) =[sI - A]"'P(0) (17)

gdzie: 1 - macierz jedynkowa o wymiarach mxm.

Poszukiwany wektor prawdopodobienstw oblicza si¢ za pomoca odwrotnego przeksztalcenia
Laplace’a.

P(t)=L" [sI - A]'P(0) (18)
gdzie: £ - operator przeksztatcenia odwrotnego.

W wielu zastosowaniach praktycznych maja znaczenie tylko wartosci asymptotyczne praw-
dopodobienstw, tj. wartosci P(¢) przy t — . Jesli przyjaé, ze wartosci te w ogodle istnieja
(proces jest ergodyczny) to roOwnania rozniczkowe przeksztalcaja si¢ w rownania algebraicz-
ne. Zatem dla procesoOw o skonczonej liczbie standw 1 niezerowej macierzy intensywnosci
przejs¢ istnieja graniczne (stacjonarne) prawdopodobienstwa stanow 1 moga by¢ one obliczo-
ne jako rozwiazania ukladu réwnan liniowych:

0=MA (19)

gdzie: IT - wektor kolumnowy granicznych (stacjonarnych) prawdopodobienstw stanoéw pro-
cesu.

Dla wykluczenia nieoznacznosci uktadu nalezy wzia¢ pod uwage m - 1 rdwnan i uzupehic je
rownaniem:
YP =1 (20)

i=

Na podstawie grafu stanow 1 przejs¢ tworzy si¢ uktad rownan rézniczkowych, korzystajac z
nastepujacej reguly mnemotechniczne;j:

4P (1)

,pochodna dla stanu ,,;” jest rowna sumie algebraicznej czlonéw tworzonych przez

iloczyn prawdopodobienstwa tego stanu, z ktorego gataz (luk) wychodzi oraz intensywnosci
przejScia odpowiadajacej danej gatgzi. Liczba cztondow sumy jest rowna liczbie galgzi skiero-
wanych taczacych stan ,;” z innymi weztami grafu. Jezeli galaz (luk) jest skierowana do stanu
i to czton ma znak plus, za§ w przypadku odwrotnym znak minus”.
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c) Przykiad

Niech §= {1, 2, 3, 4} a graf standw 1 przej$¢ przedstawia rys. 2.

A3

Rys. 2. Graf stanow i przejs¢ obiektu 4-stanowego

Uklad réwnan Kotmogorowa przyjmie wowczas postac:
dA (1)
Cllt = -4 B0+ A, P (1) + A, P, (2)

dpczlt(t) = (A, + A, P, (1) + A, Py (1) + Ay, Py(2)
dr (1)
dr

dP, (¢
cit( ) = A B O+ AP () + A, Py(t) — (Ay + Ay +A4,5)P, (1)

=—(Ay + A4, B (1) + A, P, (1)

za$ zapis macierzowy jest nastepujacy:

d —
- PO =4P(@)

P](t) _7‘14 7“21 0 7“41
P(l‘) _ Pz (t) ,A _ 0 _(7“21 +7“24) 7“32 7“42
P3(t) 0 0 _(7“34 +7“32) 7“43
P4(t) 7H4 7‘24 7‘34 _(7‘41 +7“42 +7“43)
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Uzywajac przeksztalcenia Laplace’a uzyskujemy uktad rownan w postaci:
SP1(s) — P1(0) = —MaPi(s) + A1 Pa(s) + Aa1Pa(s)
§Py(s) — P2(0) = —(Aa1 + Aag)Pa(s) + A3 P3(s) + Ao Pa(s)
§P3(s) — P3(0) = —(Asa + A32) P3(s) + Aa3Pa(s)
SPA(s) — P4(0) = MaPi1(s) + AaaPa(s) + A3aP3(s) — (Aa1 + Az + Auz) Pa(s)

Do rozwiazania ukfadu réwnan rézniczkowych mozna uzy¢ pakietu MatLAB. Przyktadowy
skrypt przedstawiono ponize;j.

format long %Swyswietlanie wynikow z wieksza dokladnoscia

L=[-141 121 0 141; 0 —(121+124) 132 142; 0 0 —(132+134) 143; 114 124 134
—-(141+142+143)]1; % Zdefiniowanie macierzy intensywnosci przejsc

dp=inline ([mat2str (L) '*p'],'t','p'); % Definicja funkcji

tspan=[0 50]; % Definiowanie przedzialu czasu dla ktorego szukamy rozwiazan
pO0=[1 0 0 0]; % Warunki poczatkowe

[t,p] = oded5(dp, tspan, p0); % uruchomienie obliczen - wyniki macierz p
figure; % rysowanie wykresu

hold on;
subplot(4,1,1);plot(t,p(:,1),'r");ylabel ('pl(t) ") ;xlabel ('t [h]

subplot (4,1,2);plot(t,p(:,2),'g");;ylabel ('p2(t)');xlabel ('t [h]');qgrid;
subplot (4,1,3) ;plot(t,p(:,3),'b") ;ylabel ('p3(t)"') ;xlabel ('t [h]
subplot(4,1,4) ;plot(t,p(:,4),"'k");ylabel ('pd(t) ") ;xlabel ('t [h]

hold off;

Po rozwigzaniu uktadu rownan rysowany jest wykres przedstawiajacy zalezno$¢ prawdopo-
dobienstwa przebywania uktadu w danym stanie od czasu (Rys. 3).

0 a 10 15 20 25 30 34 40 45 a0
004 — ; — ; —
g_ 002 bcaeae [ S [ R I R [ P -
= H
0 i | | | | i | | i
0 a 10 15 20 25 30 34 40 45 a0
U Ud T T T T T ! T T T
g_ 002 fk----- = [ [ T . S, R R _
= H
0 i i i i i i i i
04 T T T T T T T T

[=1
J er
=
o
[
=
=]
i
[
i =1
[}
I3
I
=
I
¥
I3
[=1

pat}

25
t [h]

Rys. 3. Zaleznos¢ prawdopodobienstwa stanow p od czasu.

d) Metody proceséw semi-Markowa

Coraz szersze zastosowanie w badaniach niezawodnosci znajduja procesy polmarkowskie
(semi-Markowa). Stanowia one uogdlnienie tancuchow i jednorodnych procesow Markowa.
W procesach potmarkowskich nie jest wymagane zatozenie co do postaci rozktadow prawdo-
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podobienstw czaséw przebywania w poszczegdlnych stanach. Jezeli zatozy¢, ze w danym
momencie czasu proces znajdowat si¢ w jednym ze standéw, np. S;, to dalsza ewolucja procesu
Jjest nastgpujaca: w losowej chwili @ uklad przechodzi skokowo do nowego stanu, np. S;.
Czas @, przebywania w stanie S; do przej$cia w stan §; jest zmienng losowa o dowolnym roz-
ktadzie opisanym przez dystrybuantg G;(?); przejscie ze stanu i do stanu j zachodzi z prawdo-
podobienstwem p;; > 0 (przy czym z p; =1), jezeli ze stanu j nastapi przejscie do stanu & to
J

czas przebywania w stanie j, @, jest zmienna losowa o dowolnym rozkladzie opisanym dys-
trybuanta Gu(?), itd. Przejscie ze stanu i do stanu j w procesie semi-Markowa nastgpuje zatem
jakby w dwoch etapach: w pierwszym zostaje okreslony losowy moment przej$cia a w drugim
skokowe przejscie z jednego stanu w drugi (jak w tancuchu Markowa).

Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu S; do stanu S; (i #j) w przedziale At jest dla procesu
semi-Markowa okreslone zaleznoscia:

Py (1,1 + A1) = Fy(1+ANTI, 1)

gdzie:

Fij=P{®;<t}- dystrybuanta czasu przebywania procesu w stanie S; pod warunkiem, ze na-
stgpnym stanem bedzie S,

I1;;- warunkowe prawdopodobienstwo przejscia skokowego do stanu S; przy wyjsciu procesu
ze stanu ;.

Stosujac zapis macierzowy mozna okresli¢ proces pétmarkowski za pomoca:

e macierzy stochastycznej prawdopodobienstw przejsc:

IT=[11,] A (22)

i,j&S
e macierzy dystrybuant warunkowych F(?)
F@)=[F,O] A (23)

i,jeS
e wektora prawdopodobienstw poczatkowych P(0).
Macierz ITjest nazywana macierza wewngtrznego tancucha Markowa.

Jesli wszystkie dystrybuanty warunkowe maja posta¢ Fj(x) = 0 dla x < 1 oraz Fy(x) = 1 dla
x > 1 to proces staje si¢ lancuchem Markowa.

Jezeli za$§ wszystkie dystrybuanty warunkowe maja posta¢ wyktadnicza Fi(¢) = 1 - exp(-Ait) to
proces staje si¢ jednorodnym tancuchem Markowa.
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Zadania do wykonania

1)

2)

3)

Pewne urzadzenie moze znajdowac si¢ w dwoch stanach: zdatnos$ci 1 niezdatnos$ci. Inten-
sywnos$¢ uszkodzen tego urzadzenia wynosi A. Intensywno$¢ naprawy tego urzadzenia
ma warto$¢ p. Narysuj graf standw tego urzadzenia, wyznacz macierz przejs¢. Oblicz
prawdopodobienstwo przebywania urzadzenia w stanie zdatnosci w dowolnej chwili 7, je-
$li w chwili # = 0 urzadzenie funkcjonowato.

Pewien system chlodzenia sktada si¢ z dwdch jednakowych zespotdw wentylatoréw. In-
tensywnos$¢ uszkodzen wynosi A. Gdy sig zepsuje ktory$ z nich natychmiast do pracy
przystepuje zespot naprawczy. Sredni czas naprawy wynosi Ty. Narysuj graf standw sys-
temu zawierajacy 3 mozliwe stany. Oblicz prawdopodobienstwo przebywania systemu w
danym stanie w chwili ¢ przy zatozeniu, ze w chwili poczatkowej oba zespoty wentylato-
row pracowaty. Jak zmienia si¢ te prawdopodobienstwa, gdy zostanie zatrudniona dodat-
kowo drugi zespdt pracownikow zajmujacy si¢ naprawami?

Warunki pogodowe maja znaczacy wplyw na niezawodnos$¢ linii napowietrznych. Inten-
sywnos¢ uszkodzen pewnej linii podczas normalnych warunkoéw atmosferycznych wyno-
si Ay, za$ intensywnos$¢ naprawy W, Podczas niekorzystnych warunkow atmosferycznych
intensywno$¢ uszkodzen jest wigksza 1 wynosi A,, natomiast intensywno$¢ napraw
zmniejsza si¢ do .. Srednie czasy trwania pogody normalnej i niekorzystnej wynosza
odpowiednio: N 1 S. Narysuj graf stanow tego systemu. Oblicz prawdopodobienstwo gra-
niczne (stacjonarne) przebywania w stanie zdatnosci tej linii napowietrzne;.

Sprawozdanie

Sprawozdanie powinno zawierac:

1) Tabelg tytulowa (nazwa 1 numer ¢wiczenia, nazwiska i1 imiona wykonujacych ¢wiczenie,
data wykonania ¢wiczenia oraz data oddania sprawozdania);

2) Rozwiazania zadan wraz z opisem 1 koniecznymi wykresami 1 schematami;

3) Wnhnioski i obserwacje z wykonanego ¢wiczenia.
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