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Cwiczenie nr 3. Wykorzystanie minimalnych drog i/lub przekrojow w analizie niezawodno-
sci systemow

1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest poznanie metody minimalnych drég i przekrojow w analizie niezawod-
nosci oraz nabycie umiejetnosci ich wykorzystania do obliczen niezawodnos$ci systemow o
zlozonych strukturach niezawodnosciowych.

2. Wprowadzenie

a) Podzial metod obliczeniowych

W przypadku systeméw o zlozonej strukturze niezawodnosciowej istnieje wiele metod obli-
czen wskaznikéw niezawodnosci, rézniacych si¢ pomiedzy soba doktadnoscia i czasem obli-
czen. Mozna je podzieli¢ na trzy podstawowe grupy: analityczne, w ktorych zdarzenia lub
procesy losowe poddawane sa analizie; symulacyjne, w ktorych zdarzenia lub procesy losowe
sa symulowane oraz mieszane, w ktorych wykorzystuje si¢ oba wyzej wymienione podejscia.
Szczegdlowy podziat metod obliczen niezawodnos$ciowych zostat przedstawiony na rys. 1.

Metody obliczen
| |
Analityczne Symulacyjne Mieszane
|
Zdarzen losowych | Procesow losowych
Dekompozycji: prostej, L ancuchow

ztozonej lub zupetne) Markowa

Minimalnych sciezek Proceséw

i przekrojow | semi-Markowa
Ortogonalizagji funkcji Procesow
O Markowa

Tablicowa

Rys. 1. Podzial metod obliczen niezawodnosciowych
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b) Metoda minimalnych drég i/lub przekrojow

Metoda minimalnych drog oraz metoda minimalnych przekrojow naleza do metod analizy
strukturalnej. Pozwalaja one na zmniejszenie liczby analizowanych stanow, w porownaniu do
metody przegladu zupelnego, poprzez wprowadzenie elementoéw zastgpczych, odwzorowuja-
cych grupy elementéw. Wykorzystuje si¢ w nich teorig grafow 1 przedstawienie struktury nie-
zawodnos$ciowej obiektu w postaci grafu.

Stan systemu jest losowa realizacja wektora stanu systemu:
X(1)=[x,(0),x%,(0),..x ;(1),..x, ()] (D

gdzie:

n — liczba elementéw systemu,

xj(t) — dwustanowy proces stochastyczny przyporzadkowany elementowi u;,
X(¢) — losowy wektor stanu systemu.

1, gdyelement jest sprawny
x(1)= { (2)

0, gdyelement jest niesprawny

Niezawodno$¢ systemu jest opisana funkcjonatem okreslonym na losowych realizacjach wek-
tora stanu systemu X(t)

R(t)=D[X(1)] (3)
gdzie @ - funkcjonat.

Dla systemu o strukturze monotonicznej strukturalna funkcja systemu moze by¢ przedstawio-
na poprzez minimalne $ciezki sprawnosci (drogi) lub minimalne $ciezki niesprawnosci (prze-

kroje):
AXW=( _[ A x,O1=Pin [ v x,0) )
gdzie:

U,; — zbior elementdw systemu stanowiacych i-ta minimalna $ciezke sprawnosci,

Uor — zbi6r elementow systemu stanowiacych k-ta §ciezke niesprawnosci (przekroj, cigcie),
m — liczba minimalnych $ciezek sprawnosci,

r — liczba minimalnych $ciezek niesprawnosci,

A - suma logiczna,

v - iloczyn logiczny.

Minimalna sciezka sprawnosci (minimalna droga) jest to minimalny zbior elementdéw syste-
mu, ktérych sprawnos$¢ prowadzi do sprawnos$ci systemu. Przejscie do stanu niesprawnosci
dowolnego elementu z tego zbioru powoduje przejscie systemu do stanu niesprawnosci. Tak
wigc, z punktu widzenia niezawodnosci elementy w minimalnej drodze sa potaczone szere-
gowo a rzeczywista struktura niezawodnos$ciowa systemu moze by¢ odwzorowana ekwiwa-
lentna struktura rownoleglo-szeregowa, w ktorej minimalne drogi sa potaczone rownolegle.

Minimalna Sciezka niesprawnosci (minimalny przekrodj, ciecie) jest to minimalny zbior ele-
mentéw systemu, ktorych niesprawnos¢ pociaga za soba niesprawnos$¢ systemu. Jezeli ktory-
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kolwiek z nich przejdzie do stanu sprawnosci oznacza to przejscie systemu do stanu sprawno-
sci. Tak wigc, z punktu widzenia niezawodnos$ci elementy w minimalnym przekroju sa pola-
czone rownolegle a rzeczywista struktura niezawodnosciowa systemu moze by¢ odwzorowa-
na ekwiwalentng struktura szeregowo-rownolegta, w ktorej minimalne §ciezki niesprawnosci
(przekroje) sa polaczone szeregowo.

W kategoriach teorii grafow minimalng droga bedzie taki zbior gat¢zi grafu A;, ze podgraf 4;
Jjest spojny (dla zadanej pary wierzchotkow) a dowolny jego podgraf 4" < 4; jest niespojny;
natomiast minimalny przekroj to taki zbior galezi (B;) spojnego (dla zadanej pary wierzchol-
kow) grafu G, ze graf G\B; jest niespdjny, zas graf (G\B,)U(B;) jest spdjny dla dowolnej gate-
71 i(By) nalezacej do zbioru B;.

Kazdej minimalnej §ciezce mozna przyporzadkowa¢ dwuwartosciowa funkcje:

SLx(01= []x,®

u;ely;

NJIXO1=1- [ -x,®)]

u; €U,

)

gdzie:

S; — funkcja okreslona na stanach niezawodnoSciowych i-tej Sciezki sprawnos$ci przyjmujaca
warto$¢ ,,17, gdy wszystkie elementy wchodzace w sktad §ciezki sa sprawne 1,,0” w przeciw-
nym przypadku;

Ny — funkcja okreslona na stanach niezawodnos$ciowych k-tej Sciezki niesprawnos$ci przyjmu-
jaca wartos¢ ,,0”, gdy wszystkie elementy wchodzace w sktad §ciezki sa niesprawne 1,,1” w
przeciwnym razie.

Strukturalng funkcje¢ systemu mozna zatem zapisa¢ w postaci:
PXO]=1-] [1-SIXOL =] [N.[X®)] (6)
i=l k=1

za$ niezawodnos¢ systemu bedzie okreslona przez wskazniki:
= prawdopodobienstwo dyspozycyjnosci funkcjonowania (zdatnosci) w przedziale (0, 7):

R, (1) =P{O[X ()] =1} = E[@(X(2))] (7

= dredni czas dyspozycyjnos$ci funkcjonowania (zdatnosci):

R ()

= : (8)
Zn OR (1)
 OR.(t) R A0

N|

= $redni czas niedyspozycyjnosci funkcjonowania (niezdatnos$ci):

= 1-R.(?)

" 3 RO g 2,0 v
FOoR(n

gdzie:
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Ri(t) — prawdopodobienstwo stanu dyspozycyjnosci funkcjonowania (zdatnosci) elementu ,,i”
w przedziale (0, ?);
E — warto$¢ oczekiwana.

Zalezno$¢ na Ry(f) mozna zapisa¢ za pomoca funkcji okreslonych na stanach niezawodno-
sciowych $ciezek niesprawnosci lub sprawnosci:

R (5) :1—1{0% :o}:

k=1

=1- ZP(N =0)— ZP(N =0,N, =0)+...+ (-1)""'P(N, =0, N, =0,...,N, =0)

k<) (10)

R (1) = P{O S, = 1} =

i=1

_ZP(S =1)- ZP(S =1S, =D)+..+(-D)""P(S, =18, =1..,8, =1)

i,j=l1
i<j

gdzie U jest symbolem sumy mnogosciowej zdarzen losowych.

Gdy elementy systemu sa niezalezne, wowczas:

PN, =0)= []o,0=[]F®

Ju €Uy Ju €Uy

P(S, == ][R ®

Jujely;

(1D

Nawet jednak wtedy zaleznos$ci na Ry(¢) sa dos¢ skomplikowane, zwlaszcza przy duzej liczbie
minimalnych dréog 1 minimalnych przekrojow. Dalsze uproszczenie zalezno$ci uzyskuje si¢
zakladajac dodatkowo niezalezno$¢ minimalnych $ciezek niezdatnosci (zdatnosci). Woéwczas
otrzymuje si¢ zaleznosci przyblizone:

R™ (1)~ H{l— I1h- R(t)]}

Ju €Uy,

(12)
R™ () ~1- Hlil— 1% (t):l

Juely;

c) Przykiad

Dobrg ilustracja mozliwosci wykorzystania metod minimalnych §$ciezek (zdatnosci lub nie-
zdatnosci) jest system o strukturze mostkowej (rys. 2), zlozony z 5 elementow (A, B, C, D,
E).
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Rys. 2. System o mostkowej strukturze niezawodnosciowej

System ten ma 2 minimalne przekroje dwuelementowe 1 2 trdjelementowe (rys. 3) oraz 4 mi-
nimalne drogi: {A, C}, {B, D}, {A, E, D}, {B, E, C}.

Al [B]
(Al c]
— — D] €]
B D]
[E] [E]

Rys. 3. Minimalne przekroje systemu o mostkowej strukturze niezawodnosciowej

Zastosowanie metody minimalnych drég oraz metody minimalnych przekrojow, przy zaloze-
niu niezaleznos$ci elementoéw systemu oraz reprezentowaniu ich funkcji niezawodnos$ci przez
warto$ci state 1 jednakowe dla wszystkich elementow (R4(f) = Rp(t) = Rc(t) = Rp(t) = Re(f) =
R), prowadzi do zaleznoSci:

R, =R™ =RM° =2R? +2R* —-5R* + 2R’
Ryp =1-(1-R*)*(1-R*)? (13)

Ry =[1-0-R?[I-a-R»)f

gdzie:

Ryp — przyblizenie polegajace na zalozeniu niezalezno$ci minimalnych $ciezek zdatnosci
(sprawnosci);

Ryp — przyblizenie polegajace na zalozeniu niezaleznosci minimalnych $ciezek niezdatnosci
(niesprawnosci).

Na rys. 4 przedstawiono zalezno$¢ funkcji niezawodnosci systemu o strukturze mostkowej,
obliczonej w sposob doktadny i przyblizony, od funkcji niezawodno$ci elementu. Wynika z
niego, ze dokladna warto$¢ funkcji niezawodnos$ci systemu zawiera si¢ pomigdzy przyblize-
niami:

Ryp (1) < R (2) < Ry (1) (14)
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Rys. 4. Niezawodnos¢ systemu o mostkowej strukturze niezawodnosciowej w zaleznosci od
niezawodnosci elementow sktadowych (R) oszacowana doktadnie i w sposob przyblizony

d) Wyznaczanie minimalnych przekrojéw na podstawie minimalnych drég

Okres$lenie minimalnych drog (minimalnych §ciezek) mozna zrealizowa¢ r6znymi sposobami,
znanymi z teorii grafow. W rozpatrywanym przypadku, przy zalozeniu, ze wierzchotki grafu
sg calkowicie niezawodne,

Z kolei, jeden ze sposobow okreslenia minimalnych $ciezek niesprawnosci (przekrojow) po-
lega na wykorzystaniu macierzy minimalnych Sciezek sprawnosci U; o wymiarach m x n,
gdzie:

m — liczba minimalnych drég, n — liczba elementow systemu (weztdw 1 galezi); w ktorej na
miejsce elementu u; wpisuje si¢ jedynk¢ gdy element u; nalezy do i-tej drogi (Uy;) 1 zero w
przeciwnym razie. W rozpatrywanym przykladzie mamy 6 minimalnych drég a macierz ta ma
nastepujaca postac::

A,C,G,H 1 01 0 0 1 1 O0fu,
A,D,I 1 00100 0 1ju,
AE 1 00 01 0 0 Olug,
{uli}i:fe - B.C,D,]I sy U= 01 11000 1|u, (18)
B,C,E 01 101 0 0 O0|u;,
B,G,H 1001 .0 0 0 1 1 0fu,
A B C D E G H I

Wyznaczanie minimalnych przekrojow prowadzi si¢ wg liczby wchodzacych w nie elemen-
tow systemu (przekroje jednoelementowe, dwuelementowe, itd.) rozpatrujac rézne kombina-
cje (od 1 do n) wektorow — kolumn macierzy U. Jesli dla pewnego elementu u; sktadowe

wektora kolumny U;, = 1 dla wszystkich i =1,m (czyli jesli nalezy on do wszystkich drog) to
element ten jest przekrojem jednoelementowym (w rozpatrywanym przyktadzie nie wystepuja
przekroje jednoelementowe). Dla wyznaczenia przekrojow dwuelementowych rozpatruje si¢
po dwie kolumny macierzy U (wzglgdem dwoch dowolnych elementdw uy, u;) 1jesli suma lo-
giczna

AU, VU, =1 (17)

iel,m
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to elementy uy, u; tworza przekrdj dwuelementowy (np. elementy A i1 B). Analogicznie wy-
znacza si¢ przekroje zlozone z wigkszej liczby elementow. Dla zapewnienia minimalnosci
przekrojow nie rozpatruje si¢ w kolejnych etapach kombinacji tych elementdéw, ktore stanowi-
ty juz przekroje w poprzednich etapach (np. przy okreslaniu przekrojow dwuelementowych
nie rozpatruje si¢ elementdw tworzacych przekroje jednoelementowe, przy tréjelementowych
- dwuelementowych 1 jednoelementowych, itd.). Tak postgpujac otrzymamy: jeden przekroj
dwuelementowy — {A, B}; 6 przekrojow trojelementowych {A, C, G}; {A, C, H}; {D, E, G};
{D, E, H}; {E, G, I}; {E, H, I}; oraz 2 przekroje czteroelementowe {B, C, D, E}; {B, C, E, 1}.
A,B

A,C,G

A,C,H

D,E,G

{ug; }in0 =yD,E;H (18)

E,G,I

E,H,I

B,C,D,E

B,C,E,I

Zadania do wykonania

1) Korzystajac z arkusza kalkulacyjnego Excel, wyznacz, uzywajac metody minimalnych
drog 1 przekrojow funkcje niezawodnos$ci systemu o przedstawionej strukturze niezawod-
nosciowej.

2) Dla danych jak w ¢wiczeniu 1 wyznacz funkcj¢ niezawodnos$ci systemu R(x) korzystajac
z programu ,,Struktura”. Porownaj wynik uzyskanych obliczen z wynikami uzyskanymi
w ¢wiczeniu 1.

Sprawozdanie

Sprawozdanie powinno zawierac:
1) Tabelg tytulowa (nazwa 1 numer ¢wiczenia, nazwiska i1 imiona wykonujacych ¢wiczenie,
data wykonania ¢wiczenia oraz data oddania sprawozdania);

2) Rozwiazania zadan wraz z opisem 1 koniecznymi wykresami 1 schematami;

3) Wnhnioski i obserwacje z wykonanego ¢wiczenia.
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