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Streszczenie

W pracy wprowadzony zostat dyskretny model dynamiczny Wlamego rzedu opisany
w przestrzeni stanu. Dla tego modelu zostaty podane warokiglajace jego podstawowe
wlasnaci systemowe. Dla osiagalsd, obserwowalngci i stabilnégci zostaty podane warun-
ki konieczne i wystarczajace, a dla sterowdlcio- tylko warunki konieczne. Zostato tak
wprowadzone proste wzyciu kryterium stabilnéci, podajace fragment obszaru stabicio
ograniczony okregiem o ok&onym przez to kryterium promieniu.

Dla modelu tego zostaty podane algorytmy identyfikacji psgttycznej, oparte o metode
najmniejszych kwadratéw, wraz z przyktadami numerycznysymulacyjnymi. Szczegélnie
waznym przyktadem byta identyfikacja uktadu dyskretnego nadspawie uktadu ciagtego. Po-
kazata ona mdiwoSt modelowania modelem dyskretnym uktadéw ciagtych (rgedgtych).

Nastepnie zostaly pokazane i przeanalizowane podstavatgeeytmy estymacji wektora
zmiennych stanu liniowych i nieliniowych modeli utamkoveegzedu. Dla liniowych mode-
li byty to: Dyskretny Obserwator Utamkowego Rzedu i Utamkofiltr Kalmana. Dla nieli-
niowych modeli: Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana i UtamkoFiltr Kalmana oparty o
transformacje "Unscented". Dla wszystkich tych algorytnpimedstawione i przedyskutowane
zostaly przyktady symulacyjne.

Nastepnie zostat przedstawiony i przedyskutowany algomegulatora od stanu, wraz z
jego modyfikacjami dla sytuacji, gdy potrzebny jest estyanaimiennych stanu. Jako estymator
zostaty wyte wprowadzone wcaaiej algorytmy estymacji. Dla wszystkich tych przypadkéw
przedstawione i przedyskutowane zostaty przyktady syoyithe.

Na zakaczenie pokazane zostato zastosowanie wprowadzonych pvaey algorytmow
estymaciji i sterowania do obiektu rzeczywistego, jakimuktad elektroniczny z superkonden-
satorem. Przedstawione wyniki eksperymentalne potwilgrdfektywnast tych algorytmow i

duza doktadné&t zaréwno identyfikacji, estymacji, jak i sterowania.



Abstract

In the thesis the discrete fractional order dynamical mddstribed in state space (DFOSS)
is introduced. For this system the fundamental system ptieseare given. The notions of con-
trollability, reachability and observability are presesitNecessary and sufficient conditions for
reachability and observability are given and proven. THicsent conditions for controllability
are proposed too. The stability condition and easy to udslisgecriterion is formulated. The
criterion produces only part of the whole stability areaathis restricted by a circle.

For the DFOSS model the parametric identification algorghbased on the Least-Squares
method, are proposed. The numerical and simulation reardtalso presented. The most im-
portant case is the identification of continuous time systémthe discrete time model. This
example presents the ability of describing the continuone systems (real life systems) by the
discrete time model.

Next, the state vector estimation algorithms are presefidinear system these are: Di-
screte Fractional Order Observer and Fractional Kalmaer-For nonlinear system these are:
Extended Fractional Kalman Filter and "Unscented Fracti&aéman Filter". For both linear
and nonlinear cases the simulations results are presemtiegdiscussed.

Then the state feedback controller algorithm for the moslgroposed and discussed, to-
gether with its modifications, when the state estimator exled. Earlier introduced algorithms
are used as the state estimator. For all cases the simutatialts are presented and discussed.

At the end the estimation and control algorithms, which ateoduced in this thesis, are
tested in real life application. The application is an elagic circuit with ultracapacitor. The
results which are presented confirm very high efficiency eftdication, estimation and control

algorithms used.
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Rozdziat 1

Wstep

Rachunek raniczkowy (i catkowy) utamkowego rzedu (ang. fractionallatilus) jest natural-
nym rozszerzeniem pdjecatki i rézniczki, zawartych w tradycyjnym rachunkuariiczkowym
(i catkowym) catkowitego rzedu. Rozszerzenie to &kaalefinicje catek i rdniczek dla niecat-
kowitej (utamkowej) ich krotnéci (liczby razy, rzedu).

Pierwsza wzmianka o nzéiwosci istnienia raniczki rzedu; pochodzi z 30 wrzgnia 1695
roku, z listu Leibnitz’a do L'Hospital'a. W &cie tym Leibnitz pisat: (cytat z [130, strona 3])
"Thus it follows thatd> z will be equal tozv/dz : =, an apparent paradox, from which one day
usefull consequences will be drawn".

Wzmianka ta stata sie motywacja dla przysztych pokateatematykow, takich jak: Liouvil-
le, Grinwald, Letnikow, Riemann, ktorzy pod koniec XIX wiegiworzyli podstawy rachunku
rézniczkowego utamkowego (niecatkowitego) rzedu [71, 96].

Na poczatku rozwoju rachunkuzdiczkowego utamkowego rzedu byt on gtéwnie domena
matematykéw. Podstawy tego rachunkuzma znalez w [130] (pierwsza monografia na ten
temat, 1974 rok), [90, 119, 128, 162, 188]. Dalsze informaxg jego temat nmma znalez w
pracach [53, 65, 68, 78, 98, 99, 163, 167, 179, 184, 218, 2¥11974 roku odbyla sie tale
pierwsza konferencja o uktadach utamkowego rzedu: "latgsnal Conference on Fractional
Calculus and Its Applications" [180].

W drugiej potowie XX wieku zaczeto obserwo@vaoraz wieksze zainteresowanie tym ra-
chunkiem (ktére trwa po dgidzieh) wsréd ireynieréw. Zainteresowanie to byto spowodowane
obserwacjamize wiele zjawisk mana doktadniej wyjanic i modelow& witasnie przy ayciu
rachunku raniczkowego utamkowego rzedu (wzrost tego zainteresianayt takze maliwy

wraz z rozwojem techniki komputerowej, ktéry umliavit analize i w dwzej czgci implemen-



tacje uktadow utamkowego rzedu).

Dla przyktadu: w rozwiazaniu réwnania dyfuzji, przy mooehkniu procesu rozchodzenia
sie ciepta w precie, w dziedzinie operatora Laplacetbecny jest/s. Pierwiastek ten nmna
interpretowa jako pochodna rzedub5, dlatego uktady, gdzie wystepuje efekt transportu ciepta
(lub dyfuzji), staly sie naturalnym obszarem zastosoaa®jo rachunku [16, 166, 209].

Innym przyktadem jest modelowanie zachowania sige nigktbrmateriatéw, jak polime-
ry czy kauczuk, czyli posiadajacych bardzo skomplikoaatrykture mikroskopowa [214]. W
pracy [194] przedstawiona jest identyfikacja parametrgomrdziedzinie czestotlivaei dyna-
miki izolatora kauczukowego, dokonana z powodzeniem pzciu modelu dynamicznego
utamkowego rzedu. Modelowanie elementéw kauczukowyezkgstawione jest tale w pracy
[55].

W pracach [116, 174, 175] z powodzeniem modelowane jestigiawelaksacji dielektry-
kow organicznych, takich jak polimery pét-krystalicznen@a semi-crystalline polymers) po-
przez mechaniczne i dielektryczne modele utamkowegou.zgeéchaniczne rownania Lagran-
ge’a i Hamiltona moga Wy przeformutowane z ayciem ré&niczek utamkowego rzedu. Pro-
wadzi to bezpsérednio do rowna z sitami niezachowawczymi (ang. nhonconservative forces)
takimi jak tarcie [30, 64, 91, 107, 176, 177, 187].

W pracy [210] proces elektrochemiczny i odksztatcajageramie robota zostaty zamo-
delowane z wykorzystaniem uktadéw utamkowego rzedu. Nigszy modelowaniu ruchu w
sieciach informacyjnych (ang. information network) rasbk utamkowego rzedu okazat sie
bardzo przydatny [220].

Innym przyktadem jest modelowanie zachowania sie mdéaviaviskoelastycznych (ang.
visco-elastic materials). Materiaty te tacza w sobiehgemateriatéw plastycznych i sprg-
stych. Ich modelowanie przedstawione jest w pracach [71812, 92, 189, 195, 196, 197].

Wiecej przyktadéw aycia rachunku rdniczkowego utamkowego rzedu (np. modelowanie
fraktalne, ruchy Browna, termodynamika i inne) ma znalez w pracach [13, 37, 58, 63, 77,
125, 142, 168, 201, 207, 214].

W pracach [29, 171, 216] zostat przedstawiony bardzo efakyysposob modelowania su-
perkondensatoréw przyzyciu uktadéw utamkowego rzedu. Takw niniejszej pracy, w roz-
dziale 7, przedstawione jest modelowanie superkonderdsatwykorzystujace rachunek zé
niczkowy (ré&nicowy) utamkowego rzedu.

W pracach [122, 126, 164] sa pokazane interpretacje gegpoaee i fizyczne pochodnych



utamkowego rzedu.

Inna prgnie rozwijajaca sie dziedzina zaintereséviazynieréw jest aycie rachunku rd-
niczkowego utamkowego rzedu do budowania regulatordkichgak P7* D* [108, 123, 162,
165, 212, 219] lub CRONE [142, 144, 143, 148, 149, 150, 186].uRegr P/ D" jest to
odmiana regulatora PID, gdzie zaréwno czton catkujadyi jézniczkujacy mae by utamko-
wego rzedu. W pracy [198] regulatét* D* jest wzyty do sterowania nadaego ruchu pojazdu
przemystowego. W pracy [59] natomiast algorytmy stero@anamkowego rzedu zostaty za-
stosowane do sterowania hybrydowego pozycja/sita maatipuem robota.

Zastosowanie rachunku zviczkowego utamkowego rzedu do sterowania wymogto prace
nad uogdlnieniem zagadiiigeorii sterowania dla tego rachunku. Definicje i wiasrisyste-
mowe ciagtych uktadéw utamkowego rzedu zostaty opisargacach [9, 10, 40, 74, 95, 106,
111,113,131, 133, 153, 155, 157, 154, 162, 164, 165].

Uktady ciagte utamkowego rzedu opisane w przestrzemiststaty opisane w [113, 114,
158, 173, 211].

Dyskretyzacja uktadéw ciagtych utamkowego rzedu (abjabyazliwa dyskretna imple-
mentacja uktadéw ciagtych) i numeryczne algorytmy raazyiyania réwna rézniczkowych
utamkowego rzedu zostaty przedstawione w pracach [3,9531, 38, 40, 65, 159, 160, 161,
162, 202, 208] .

Zagadnienie identyfikacji uktadoéw dynamicznych utamkoweggdu zostato opisane w pra-
cach [41, 103, 206].

Dyskretne ukfady utamkowego rzedu, ich wlasaiosystemowe i sposoby implementacji
zostaly pokazane w pracach [83, 102, 132, 135, 136, 137,1488,156].

Widoczny byt brak prac dotyczacych dyskretnych uktadéamitowego rzedu opisanych w
przestrzeni stanu. Jedynie w pracy [42] pokazana zostélaaprdefiniowania takiego uktadu.
Brak jednolitej teorii definiujacej i podajacej przynajiejpodstawowe whasrsei tych uktadow
jest podstawowa motywacja do powstania tej pracy.

Teza tej pracy jest nastepujaca:

"Mo zna zdefiniowa dyskretny uktad dynamiczny utamkowego rzedu opisany w pze-
strzeni stanu. Dla tego uktadu mana poda warunki osiagalnasci, sterowalnéci, obser-
wowalnaosci i stabilnosci oraz poda algorytmy identyfikacji, estymacji zmiennych stanu i

sterowania od stanu."
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Za oryginalne osiagniecia autor uznaje:

1.

Zdefiniowanie dyskretnego uktadu dynamicznego utamkoweedu opisanego w prze-
strzeni stanu, zarowno liniowego, jak i nieliniowego, detmistycznego, jak i stocha-

stycznego. Ukfad zostat po raz pierwszy wprowadzony w iag47, 192].

Podanie warunkow osiagabm, sterowalnsci i obserwowalnsci dla liniowego uktadu

utamkowego rzedu. Zostaty one opublikowane w pracachga8,

Podanie warunkéw stabilaoi dyskretnego liniowego uktadu utamkowego rzedu opisa-
nego w przestrzeni stanu oraz podanie uproszczonego iknytstabiln&ci dla tego ukta-

du. Wyniki te zostaty opublikowane w [49].

Podanie algorytmu Utamkowego Filtru Kalmana do estyimmamjennych stanu dyskret-
nego liniowego uktadu utamkowego rzedu i algorytmu Rozzzeego Utamkowego Fil-
tru Kalmana do estymacji zmiennych stanu dyskretnegomasiiego uktadu utamkowe-

go rzedu. Algorytmy te zostaty opublikowane w pracy [193].

Podanie algorytmu Utamkowego Filtru Kalmana opartegmaodformacje "Unscented”
do estymacji zmiennych stanu nieliniowego dyskretnegadikiutamkowego rzedu. Po-
kazanie przyktadu zycia go do estymaciji rzedu dyskretnego liniowego ukialdunko-
wego rzedu. Wyniki te zostaty opublikowane w [192].

Podanie algorytmu obserwatora zmiennych stanu dysgetaktadu utamkowego rzedu,

opublikowanego w [48].

Podanie algorytmu identyfikacji parametrycznej dyskegb liniowego uktadu utamko-

wego rzedu, zamieszczonego w [47].

Podanie algorytmu sterowania od stanu, sterowania ot staestymatorami (Utam-
kowym Filtrem Kalmana i obserwatorem), regulatora od stsawmonastrajajacego sie.

Czest tych wynikow zostata opublikowana w [47, 51].

Modelowanie uktadu czwoérnika z superkondensatorem teodeiagtym (w dziedzi-
nie czestotliwgci) i dyskretnym (w dziedzinie czasu) utamkowego rzedayRzyciu
otrzymanego modelu zastosowanie do uktadu z superkonideesasterowania od stanu
z estymatorami i regulatora samonastrajajacego sie.ikiigzostaty opublikowane w
[51, 52].
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Praca zorganizowana jest nastepujaco:

Rozdziat 2 zawiera krétkie wprowadzenie do zagadmachunku raniczkowego i ra-
nicowego utamkowego rzedu. Nie zawiera on oryginalnydlagriec, celem jego jest

podanie podstawowych wiadoda, utatwiajacych odbior dalszych rozdziatow pracy.

Rozdziat 3 wprowadza dyskretny uktad utamkowego rzeduamyisv przestrzeni stanu
wraz z jego podstawowymi wiasgoiami (osiagaln&t, sterowalnéc, obserwowalnsgt,

stabiln&t, transmitancje i inne).

Rozdziat 4 przedstawia zagadnienie identyfikacji parancetrgj uktadu dyskretnego utam-

kowego rzedu, w oparciu o metode najmniejszych kwadratéw

Rozdziat 5 wprowadza algorytmy estymacji liniowych i nigbwych dyskretnych ukta-
doéw utamkowego rzedu, tj. Utamkowy Filtr Kalmana, Rozspesz Utamkowy Filtr Kal-
mana, Utamkowy Filtr Kalmana oparty o transformacje "Uméed", obserwator utam-

kowego rzedu.

Rozdziat 6 przedstawia wyprowadzenie i analize algorytnséevowania od stanu dys-

kretnych liniowych uktadéw utamkowego rzedu.

Rozdziat 7 zawiera wyniki eksperymentalne modelowanignestji i sterowania uktadu
z superkondensatorem przygyeciu dyskretnego uktadu utamkowego rzedu opisanego w

przestrzeni stanu.
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1.1 Uzyte oznaczenia i skroty

CRONE sterowanie odporne niecatkowitego rzedu
(fr. commande robuste d’ordre non-entier)
DFOSS dyskretny uktad utamkowego rzedu opisany w przestitanu
(ang. Discrete Fractional Order State-Space system)
GDFOSS uogolniony dyskretny uktad utamkowego rzedu apisaprzestrzeni stanu

(ang. Generalised Discrete Fractional Order State-Spesters)

FKF Utamkowy Filtr Kalmana (ang. Fractional Kalman Filter)
EFKF Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana
(ang. Extendet Fractional Kalman Filter)
UFKF Utamkowy Filtr Kalmana oparty na transformacji "Unsutied"
(ang. Unscented Fractional Kalman Filter)
SISO jedno wejcie, jedno wygcie (ang. single input single output)
MIMO wiele wejst, wiele wygt (ang. multiple input multiple output)
Tg funkcja dyskretna w chwilk (najczéciej zmienna stanu uktadu)
Tp estymata zmiennej dyskretnegj
Ty predykcja zmiennej dyskretnej.
A"xy, roznica rzedw funkcji dyskretnejr;, dla chwili &
oDEf() pochodna rzedu funkcji f(¢) zmiennejt o granicy odaz dot
AT transpozycja macierzy
A1 odwrotn&t macierzyA
AT pseudoodwrotr® macierzyA
rank[A] rzad macierzyA

L[f(t)] = F(s) transformata Laplace’a funkcji(t)

[(x) funkcja Gamma

E.(z) jednoparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera
E.5(2) dwuparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera
C zbior liczb zespolonych

Z zbidr liczb catkowitych

R zbior liczb rzeczywistych

N zbior liczb naturalnych

13



Rozdziat 2

Wprowadzenie do rachunku
rozniczkowego i renicowego utamkowego

rzedu

W niniejszym rozdziale zostana przedstawione podstawaefimicje i wlasnéci rézniczko-
calki i réznicy utamkowego rzedu. Rozdziat ten nie jest przegladafej ¢eematyki rachunku
rézniczkowego czy rnicowego utamkowego rzedu. Zawiera natomiast te eleynkidre mo-

ga byt pomocne w odbiorze caoi pracy. W podrozdziale 2.1 przedstawiona jest definicja i
podstawowe wiasrsei funkcjiI'(z), ktéra bedac uogolnieniem silni na argumenty rzeczyavist
jest szeroko wykorzystywana w dalszych definicjach. Nasg zostanie przedstawiona defi-
nicja funkcji Mittaga-Lefflera. Podrozdziat 2.3 zawierafidije i wtasnaci rézniczko-calki
utamkowego rzedu, a tak podstawowe wiasBoi uktadéw dynamicznych utamkowego rze-
du. W podrozdziale 2.4 natomiast przedstawiona jest dginwtasndci rénicy utamkowego

rzedu.

2.1 Funkcjal'(z). Definicja i wkasnasci

Funkcjal'(z) petni role uogdlnienia silni dla argumentow rzeczywistyab zespolonych. Ist-

nieja dwie definicje tej funkcji, catkowa i w postaci graypi©ane sa one nastepujaco:
Definicja 1 [162] Funkcjal'(z) nazywamy funkcje oksona nastepujacymi sposobami:
1. Definicji catkowej (Eulera):

14



[(z) = /000 et dt (2.1)

gdzieRe(z) > 0.

2. Definicji w postaci granicy:

nln®

Pe) =t e e+ n) (2.2)
gdziex € C.
Podstawowa wiasrseia funkcjil'(z) jest
Iz +1) =al'(2) (2.3)

Przyktad 1 Przykiad zastosowania reladji(z + 1) = 2I'(z)

I'(2.5) = 1.5+ (1.5) = 1.5 % 0.50(0.5)

[(0.5) = —0.5 % I'(—=0.5) = —0.5 % (—1.5)[(—1.5)

Z tej relacji wynika,ze dlaz € N otrzymujemy

F'n+1)=nl'(n)=nn—1)I'n—-1)=n(n—-1)(n—-2)...1=n!

To pokazujeze dla liczb naturalnych funkcjg(n + 1) przyjmuje wartéci silni liczbyn.
Na rysunku 2.1 przedstawiony jest przebieg funkgji) dla—5 < = < 5. Mozna zauwa-
zy¢, ze dlax > 0 funkcja ta jest okrglona i przyjmuje wartsci dodatnie. Dlac < 0 natomiast

funkcja posiada nieciagbei dlax € Z_, gdzieZ_ oznacza zbiér liczb catkowitych ujemnych.

2.2 Funkcja Mittaga-Lefflera

Funkcja Mittaga-Lefflera petni zasadnicza role przy r@aywaniu rowna rézniczkowych
utamkowego rzedu (jest uogélnieniem funkeji’ dla utamkowego rzedu rowni Jednopa-
rametrowa funkcja Mittaga-Lefflera zostata wprowadzonaacpch [120, 121]. Funkcja ta jest

zdefiniowana nastepujaco:

15
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Rysunek 2.1: Przebieg wa#oi funkcjiI'(x)

Definicja 2 [162] Jednoparametrowa Funkcja Mittaga-Lefflera nazywafunkcja zmiennej

zespolonej zdefiniowana w nastepujacy sposob:

;Fak—l—

Dla a = 1 otrzymujemy

El(z):; T(k+ 1) sz:__

czyli tradycyjna funkcje eksponencjalna.

Narysunkach 2.2 2.3 przedstawione sa przyktadowe pegehinkcji Mittaga-Lefflera. Na
rysunku 2.2 jest to przebieg jednoparametrowej funkgjixz) dlaa = 1,1.2,1.5, na rysunku
2.3 natomiast przedstawiony jest przebiegd@la 1,0.7,0.5.

Rozszerzeniem definicji jednoparametrowej funkcji Mittdggflera jest dwuparametrowa

funkcja Mittaga-Lefflera. Jest ona zdefiniowana nasiguj ,

Definicja 3 Dwuparametrowa funkcja Mittaga-Lefflera nazywamy fuealzeyiennej zespolonej

okreslona w nastepujacy sposéb:
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Rysunek 2.2: Przebieg wagoi funkcji £, (z) dlaa = 1,1.2,1.5

20
—E 1(x)
L 1
18 E, ) J
..... E_ (X !
161 0s]
7
;I‘
14 ’

15

x

Rysunek 2.3: Przebieg wagoi funkcji £, (z) dlaa = 1,0.7,0.5

Eop5(2) = Z:: Tk £ 9)

k=0

Dla = 1 otrzymujemy jednoparametrowa funkdig, ().

17



2.3 Uklady ciagte: rachunek r&niczkowy i catkowy utamo-
wego rzedu

W podrozdziale tym zostana przedstawione podstawoweidefidzniczko-catek utamkowe-
go rzedu, wraz z przyktadami. Definicje te unifikuja defjaidzniczki i catki w jedna definicje
rézniczko-catki. Dla rzedu dodatniega: (> 0) otrzymujemy pochodna, dla rzedu ujemnego
(o < 0) otrzymujemy catke, a dla = 0 te sama funkcje. Na poczatku zostanie przedstawiona
definicja Riemanna-Liouville’a (w skrécie R-L), ktora jeszezerzeniem reguty Cauchy’ego
catkowania wielokrotnego. Nastepnie pokazana zostafiaidja Caputo, bedaca modyfikacja
definicji R-L, po czym zostanie przedstawiona definicja Gratua-Letnikowa (w skrécie G-
L), ktéra jest rozszerzeniem definicji pochodnej wielokegjtcatkowitego rzedu. Zostana fak
podane podstawowe vgeaiwdsci tych definicji. Na szczegolna uwage zastuguje fakiegsta-
wiony w ksiace [162], jednoznaczsei definicji R-L i G-L (przy zataeniu odpowiedniej klasy
rézniczkowalngci funkcji). Jest to wyrazem unifikacji, jaka daje rachkingzniczkowy utam-
kowego rzedu. Rozpoczynajac uogélnianie od definicjiicetly od pochodnej otrzymujemy
jednoznaczne definicje zaiczko-catki utamkowego rzedu.

W rozdziale tym zostanie przedstawiony zaktransmitancja utamkowego rzedu wraz z
przyktadami charakterystyk Bode’go podstawowych cziongwaimicznych utamkowego rze-
du, po czym przedstawiony zostanie ukiad ciagty utamkawegpdu opisany w przestrzeni

stanu, wraz z podstawowymi wiasswami.

2.3.1 Definicja Riemanna-Liouville’a

Przedstawienie definicji catki utamkowego rzedu zostaoepoczete (jak to ma miejsce w [77])

od wzoru na catkowanie wielokrotne

T Ul Un—1
Jdif(z) = / dul/ du2.../ f(up)duy,
1 €T

=1 / (z — )" f(u)du (2.4)

gdzien € N jest krotnécia catkowaniaa, x) jest przedziatem catkowania funkgfiu).
Korzystajac z zatendsci(n—1)! = I'(n) mozna uogéInt wzor 2.4 na: € R. Otrzymujemy

w ten sposob zalmost Riemanna-Liouville’a na wyznaczanie catki utamkowegedz,

18



t
1O = o [ €= 25)
gdziea € R* jest rzedem catkowania w granicagh x) funkcji f(z).

Definicje te mana rozszerZynaa < 0 w nastepujacy sposob:

Definicja 4 [162] (Riemanna-Liouville’a) Rbniczko-catka utamkowego rzedu dana jest naste-

pujaco:

o =L oL & / - P (e
dta 'k —a)dt /,
gdzie
E—1<a<k
|
Przeksztatcenie Laplace’azdiczkocatki utamkowego rzedu, danej definicja R-L, ma na-
stepujaca posta

s*F(s) n<0
LDy f(1)] = ,
sOF(s) — S_0 %D f(0) n>0, j—1<a<jeEN
Jak mana zauwayc, warunki poczatkowe sa pochodnymi utamkowego rzedwmnkpie

t=0.

Twierdzenie 1 Operator, D¢ jest operatorem liniowym, spetnia wiec nastepujacazadst:

oD (Nf(L) + pg(t)) = Xa D7 f(t) 4 paDig(t) (2.6)

Dowad [162, str. 91]:

DRSO+ ) = G [T O + sl
k t
_ _F(kl_a& / (t — 7)F e A f(r)dr

1 dk t
+ m&/@(t—ﬂkalﬂg(ﬂm’
= ADf(1) + 1 Di'g(t)
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O

Wiecej wtasn&ci mazna znalez w pracach [162], [119] i [130].

2.3.2 Definicja Caputo

Praktyczne mycie definicji Riemanna-Liouville’a pociaga za soba penhy z interpretacja wa-
runkéw poczatkowych, okstonych pochodnymi utamkowego rzedu (patrz str. 78 [16Q))
ile problem ten jest matematycznie rozwiazywalny, o tyleeipretacja fizyczna pochodnych
utamkowego rzedu jest abardziej skomplikowana. Pewnym rozwiazaniem tego @il jest

definicja Caputo, wprowadzona w pracach [26] i [27]. Ma ondgagaca posta

Definicja 5 [162](Caputo) Ra@niczkocatka utamkowego rzedu ma postac:

iy L AU :
“Df(t) = )/a 0 dr gdzie (n—1<a<n)

_ T)aJrlfn

Przeksztatcenie Laplace’amdiczko-catki wg tej definicji jest nastepujace:

L[Dsf(x)] = s“F(s) — "Z s2FLER0) (n—1<a<n) (2.7)
k=0

Jak mana zauwayc, warunki poczatkowe, otrzymane przy przeksztatcenipld@e’'a wg
tej definicji, sa zdefiniowane jako pochodne catkowitegediz Pochodne te maja znacznie
pemiejsze fizyczne znaczeniemiochodne utamkowego rzedu, dlatego definicja ta ma weeks
znaczenie praktyczne.

Inna r&nica pomiedzy definicjami Caputo i R-L jest ich wynikzrdczkowania funkcji sta-
lej. Korzystajac z definicji Caputo, dla > 0 otrzymujemy wynik zero, natomiast korzystajac
z definicji R-L, zero otrzymujemy tylko dla catkowitych rz@d. Dla rzedow niecatkowitych i

skanczonej dolnej granicy pochodna ta istnieje i ma posta

o ct
D0 = I'l—a«)
Dla granicy dolnej réwnej = —oo obydwie definicje Caputo i R-L sa réwnowze [162,

str. 80].

Twierdzenie 2 [162] Operator ¢ D¢ jest operatorem liniowym, spetia wiec nastepujaca za-

leznase:
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o DENF(t) + pg(t)) = AT DR f(8) + g Dig(t) (2.8)

Dowdd:

CDRO) + o) = s [T

1 tEOS(n)
>L< a

MNa—n t — 7)atl-n
1 b (ug(n)
I —n) /a (t — T)O‘“*"d

= A DR f(t) 4 g Dig(t)

dr

O

Wiecej wtasn&ci mazna znalez w pracach [162], [119] i [130].

2.3.3 Definicja Grinwalda-Letnikowa

Innym sposobem zdefiniowaniazriiczko-catki utamkowego rzedu jest definicja Griinwalda-
Letnikowa.

Rdézniczka pierwszego rzedu definiowana jest zazwyczaj jako

df .. f(t) = f(t—h)
a h (2.9)
rézniczka drugiego rzedu natomiast jako
Pf GO =GR () = 2f(t—h) + f(t—2)
P h = i = (2.10)
Rdézniczke dowolnego (catkowitego) rzedu o&lewzor
af L L(n
o = lim ;(—1) (T) f(t—rh) (2.11)
Korzystajac z tegozi (") jest rowny0, dlar > n mozna to wyraenie zapisajako
ef 1 e
= %L”éﬁz(_l) (r)f(t—rh) (2.12)

r=0
Uzywajac zalenasci uogoélniajacej symbol Newtona na liczby rzeczywistezemy zdefi-

niowat rézniczko-catke utamkowego rzedu
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Definicja 6 (Griinwalda-Letnikowa) Rahiczko-catka utamkowego rzedu ma postac:

n

PT i Z(—w(j‘)f(t—m) (2.13)

= lim —
dt*  h—0 h®
r=0

Twierdzenie 3 [162] Operator, Dy (wg definicji G-L) jest operatorem liniowym, spetnia wiec

nastepujaca zalnasc:

oD (Mf(L) + pg(t)) = Xa D7 f(t) 4 paDig(t) (2.14)

Dowadd [162, str. 91]:

DEOSD) +ng®) = fim S 0TS = o) + pgle — b))
- ,ggnéh—ﬂ;—w(f) Ot — i)
e S () et o)

[l

Wiecej wlasn&ci mazna znalez w pracach [162], [119] i [130].

2.3.4 Skiladanie operatorow r@niczkowania utamkowego rzedu

Dla zerowych warunkéw poczatkowych (funkcji i jej pochgdh) otrzymujemy niezalmie
od przyjetej definicji, nastepujace prawo sktadaniahmoimych (przy zatpeniu odpowiednich

rézniczkowalngci funkciji f (¢)):

oD (0D f(t)) =0 D (6D f(t)) =0 D7 f(2) (2.15)

Natomiast dla niezerowych warunkow poczatkowych sytugegt bardziej skomplikowana.

Na przykfad dla definicji R-L sktadanie pochodnych jest zdeWane nastepujaco (str. 90 [32]):
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DD () =0 DI (WD} () =0 DEYPF(6) = 3 [DF 7 (8)]

(t —a)*

uTa—1=p) %19

j=1

Wiecej wtasn&ci mazna znalez w pracach [32], [162], [119] i [130].

2.3.5 Przyktady rozniczkowania utamkowego rzedu

W podrozdziale tym zostana przedstawione analitycznggady wyznaczania iniczki utam-

kowego rzedu.

Przyktad 2 Wyznaczenie pochodnej rzedu-= 0.5 funkcji 1(¢) z def. R-L

d0'51 (t)

Wyznaczenie pochodnej rzedu-= 1.5 funkcji1(¢) z def. R-L

d1'51<t)

d 0.5 1 d 0.5
~ T(0.5)dt W= 5 05 a2t
1 —0.5
~ 1(0.5)
d’ 1 ! —05
T oz {r(os) /0 (t =) du}
1 d’ 051t _ 1 d’ 0.5
= T(05)de? 20t =)™, = 05 a2t
_05 —-1.5 __ 1 t71.5
- T(0.5) - I(—0.5)

Przyktad 3 Wyznaczenie pochodnej dowolnego rzedu funkcji statej Relef

dO{
@1(75)

1 o

e A

t

1 dr o1 o
F(k—a)@{k—aQ_u) 1
1 do1

0

k—a

Ik—a)dttk—«

1 1 3
T —aja k@ —a-1). (1-a)

(1-—a)...(k—a)

M- —a). (hiea)

e
I'l—a)
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Rysunek 2.4: Pochodna rzedaw= 0.1, 0.3,0.5,0.7, 0.9 funkcji stalej

Na rysunku 2.4 przedstawiony jest przebieg pochodnych figtédgj rzedur = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9
w zalendsci od czasu. Na rysunku 2.5 natomiast przedstawiony jesbipzpochodnych funk-
cji statej rzeduo = 1.2,1.5,1.8,2.2,2.5 w zalendsci od czasu. Jak zoa zauway¢, wart&e
tych pochodnych dgy do zera, gdy czas #gdo nieskohczosoi.
lim d—al(t) = lim 1 =0 dla a>0
t—oo dte t—oo ['(1 — )t
Dla catkowitego rzedu pochodnych wastoich rowna jest zero, ze wzgledu na osobéiavo
funkcjiT'(x) dla liczb catkowitych ujemnych i zera.
Na rysunku 2.6 natomiast przedstawiony jest przebieg poglubdicatek) rzeduw =

—0.2,—-0.5,—1,—1.5, —2 w zalendsci od czasu.

24



Rysunek 2.5: Pochodna rzedaw= 1.2, 1.5, 1.8, 2.2, 2.5 funkcji statej

Rysunek 2.6: Pochodna rzedaw= —0.2, —0.5, —1, —1.5, —2 funkcji statej
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2.3.6 Transmitancja i charakterystyki czton6éw utamkowego rzedu

W podrozdziale tym zostanie przedstawiony zapis transioyfay uktadu utamkowego rzedu
wraz z przyktadowymi charakterystykami czestotlsg@mwymi, logarytmicznymi amplitudy i
fazy (Bode’go) podstawowych cztonéw dynamicznych utamkgpovezedu.

Transmitancja ciagta utamkowego rzedu

Definicja 7 [162] Transmitancja ciagta utamkowego rzedu dana jesttepsjaca relacja:

Y(S) . bmsﬁm + bm_lsﬁm—l 4+ bosﬁo

U(s)  aps™ + ap_181 + - + ags™

G(s) =

gdzieY (s) jest transformata Laplace’a sygnatu végjowego[/(s) jest transformata Lapla-
ce’a sygnatu wejciowego, przy zakeniu zerowych warunkéw poczatkowygh= 0, uy = 0).
Liczbyo; € Rdlai =0,1,...,ni 3; € Rdlaj =0,1,...,m sa stopniami poteg zmiennej
odpowiednio mianownika i licznika transmitancji. Liczbye Rdla¢ = 0,1,...,nib; € R

dlaj =0,1,...,m natomiast sa wspoétczynnikami odpowiednio jej mianownikezniika.

Charakterystyka Bode’go cztonu catkujacego utamkowego rgdu

Czion catkujacy utamkowego rzedu dany jest nasteujgansmitancija:

1
G(s) = Too (2.17)
Transmitancja widmowa takiego cztonu dana jest nassgouj ,
. 1 1
Gljw) = T(jw)*  Tw(cosZa+ jsinia) (2.18)
Modut transmitancji widmowej dany jest nastepujaco [80]
B (cos%a + sin%a) 1
Alw) = \/ T = JTon (2.19)
Logarytm modutu integratora jest nastepujacy:
M(w) = —20log(T) — a20log(w) (2.20)

Podobnie otrzymujemy funkcje przesunigecia fazowego
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Rysunek 2.7: Charakterystyka Bode’'go transmitaggejtijlaa =0.5,0.7, 1.

Przyktadowe charakterystyki Bode’'go cztonu catkujacelgand= 0.5, 0.7, 1 przedstawione
sa na rysunku 2.7. Jak rmoa zauwayc, co wynika take ze wzoru 2.20, nachylenie charak-
terystyki zaley od rzedu catkowania. Spadek wzmocnienia wynaXidb/dek. Przesuniecie

fazowe cztonu jest state i tak proporcjonalne do rzgdua 5.

Charakterystyka Bode’go cztonu inercyjnego

Czion inercyjny utamkowego rzedu dany jest nastepujaco:

B 1
C Tsv 41
Jego transmitancja widmowa dana jest jako

G(s)

1 1
T(jw)*+1  Tw(cosfa + jsinfa)+1
(Twcosfa+ 1) — jTwsinFo
(TwecosTa + 1)% + T?w?*sin? To

Gw) =

Modut transmitancji widmowej natomiast ma pds{80]:
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1
B V/T?w? + 2TweosTa + 1
skad otrzymujemy jego wardci dla przypadkdéw szczegdlnych:

Aw) (2.21)

1 w <<

Nl=

Alw) =
T

Logarytm modutu dany jest wtedy nastepujaco:

w >>

Si=

0 w <<

Ni=

M(w) =
—20log(T) — a20log(w) w >>

Nl=

Przesunigcie fazowe ol8ka natomiast nastepujaca relacja:

2
Twacosga +1

Rysunek 2.8 przedstawia przyktadowe charakterystyki ezfmercyjnego dlal’ = 1 i

Tw*sing o
p(w) = arctg [— }

a = 0.5,0.7, 1. Jak mana zauwayt, cz&t opadajaca charakterystyki amplitudy ma nachylenie
proporcjonalne do rzedu uktadu. Charakterystyka przesimfazowego ma warso kohcowa

zalezna od rzedu cztonu.
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8 -60F |- Charakterystyka czlonu ll(sl+1) \’\\ ]
o e
~ -801 ~
_100 Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll L
10 107 107 107" 10° 10 10° 10° 10*
Czestotliwosc [Hz]
0
_20,
3 7 [—charak ka czlonu 1/(s®%+1)|
S Charakterystyka czlonu 1/(s™~+1) X
% -60F | Charakterystykaczlonu1/(50'7+1) ‘\,\ e
g | == Charakterystyka czlonu l/(sl+1) ’\\
_807 ’\’~, -
_100 Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll L
107 10° 107 10" 10° 10 10° 10° 10*

Czestotliwosc [Hz]

Rysunek 2.8: Charakterysyki Bode’go cztonu inercyjnegacdta 0.5, 0.7, 1.
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Charakterystyka cztonéw proporcjonalnego i catkujacegagpotaczonych rownolegle

Transmitancja cztonOw proporcjonalnego i catkujacegéageonych rownolegle (ktora jest

pézniej wyta przy modelowaniu superkondensatora) dana jestmgatm:

1
G(s) =1
() + Tsx
Transmitancja widmowa jest nastepujaca:
1 Tw*(cosSa+ jsinfa) + 1
Gliw) = 14—t — Lwilcosga ¥ jsinga)
T(jw)> Twe(cosfa + jsinfa)
Tw® + cosja — jsinga

Tw>

Modut transmitancji widmowej natomiast ma pdsta

Aw)

\/T%ﬂa + 2TwcosTa + 1 2T wcosTa 1
= 2 =4/1+ 24
Twe Twe T2

Dla warunkéw szczegolnych otrzymujemy nastepujaceasariogarytmu modutu

S
S
I
Ll

w <<

Nl=

Tw™

Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca relacje:

0 w >>

Ni=

M(w) =
—20log(T) — a20log(w) w <<

Ni=

Przesunigcie fazowe ol8k natomiast nastepujaca relacja:

Two‘cosga + 1}

— arcte | —
plw) = arctg [ TwesinGa

Rys. 2.9 przedstawia przyktadowe charakterystyki Bode'gotéfjo czionu iI’ = 1 oraz
a=05,0.7,1.

2.3.7 Odpowiedz skokowa uktadu w zapisie transmitancyjnym

Dla przypadku, kiedy rzedy pochodnych danego uktadu Bawdtymi krotnosciami utamko-
wego rzedu podstawowego (ang. commensurate systemslyukipdtmierne), transmitancja

ma posta:
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— Charakterystyka czlonu 1+1/s%5
Charakterystyka czlonu 1+1/s%7
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o} . 0.5
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Rysunek 2.9: Carakterystyka Bode’go cztony 5% dlaa =0.5,0.7, 1.

bN_ls(Nil)a + ..+ bis*+ bo
sNe + an_1sN=De + |+ a35% + ag

G(s) =

Dla pierwiastkéw pojedynczych mianownika transmitanmogna przedstawijako

p

G(S) = Zsarfj/\]

j=1
Odpowiedz tak zdefiniowanej transmitancji na skok jedkmsy jest nastepujaca:

p p

h(t) = E 1 Z _s(sa J_—)\]) — ZT‘]t Ea7a+1()\k;t )

j=1 7j=1

Przyktad 4 Dana jest transmitancja

2 2 2
Gls) = $20 4 350 42 g1 g2
Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy jest nastepujaca:

h(t) = 2taEava+1(_ta) - 2taEa,a+1(_2ta)
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Rysunek 2.10: OdpowiedZ skokowa uktadu dla= 0.5,1,1.5

2.3.8 Liniowy ciagty uktad utamkowego rzedu opisany w przestrzenits-
nu
Definicja 8 [211] Liniowym ciagtym ukfadem utamkowego rzedu opisanypnagstrzeni stanu

(dla przypadku tego samego rzedu wszystkich rownan staaywamy ukiad dany nastepuja-

cymi réwnaniami:

dx(t)
dt>

= Ax(t) + Buf(t)

y = Cux(t)+ Dug

gdzied; ¢ RVN B ¢ RVxm O ¢ RPN D ¢ RP*™, m jest liczba we§c uktadup jest

liczba wegc uktadu,N jest liczba réwnah stanu ukfadu,ca€ R jest rzedem uktadu.

[
Z opisu w przestrzeni stanu do opisu transmitancyjnegeemy przejc korzystajac z na-

stepujacej relaciji:

G(s)=C(s"— A 'B+D
Odpowiedz takiego uktadu dana jest nastepujaca ee[adjl]:
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z(t) = ®(t)z(0) + ®(t) x [Bu(t)] = ®(t)z(0) +/U O(t — 7)Bu(r)dr (2.22)

gdzie f(t) = g(t) jest splotem funkcijif (¢) i g(¢) danym nastepujaca relacja:

£(t) # glt) = / f(t — 7)g(r)dr

natomiastb(t) jest macierza tranzycji ukladu w chwilii jest dana nastepujaco:

e Ak ko
(1) = Bo(Ar) = Y F(Ttka) (2.23)

k=0
FunkcjaE, (At*) jest macierzowa funkcja Mittaga-Lefflera, bedaca @ogniem macie-

rzowej funkcji eksponencjalnej’.

Definicja 9 [85] Uktad ciagly nazywamy sterowalnymzgli dla dowolnego stanu poczatko-

wegoz(0) istnieje chwilat; > 0 oraz sterowanie u(t) na przedzidle ¢ ;] takie,zex(t;) = 0.

Twierdzenie 4 [211] Uktad ciagty utamkowego rzedu jest sterowalny, gdy:

rank[B AB A?B ... AN-1B| =N

Dowdd znajduje sie w pracy [211].

Definicja 10 [85] Uktad ciagty nazywamy obserwowalnym, jezeli istniejevith ¢, > 0 taka,

ze dla danychu(t) i y(t) w przedziald0, t ;] mazna wyznaczy¢ stan poczatkawytego uktadu.

Twierdzenie 5 [211] Ukiad ciagly utamkowego rzedu jest obserwowalny wtetyko wtedy,

gdy
_ o _
CA
rank C A2 =N
CAN—I
|

Dowdd znajduje sie w pracy [211].
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2.4 Uklady dyskretne: rachunek raznicowy utamkowego rze-

du

W rozdziale tym zostanie zaprezentowane krotkie wprowaiézdo zagadnienia rachunkuzrd
nicowego utamkowego rzedu.

W przeciwigstwie do uktadow ciagtych, w uktadach dyskretnych igamjedna definicja
réznicy utamkowego rzedu. Definicja ta jest uogélnieniendyyjnej definicji r&nicy catko-
witego rzedu na rzad utamkowy i jest analogiczna do uagéia zawartego w definicji G-L
dla ustalonego krokd.

Réznica pierwszego rzedu (raica wsteczna) definiowana jest nastepujaco:

ACL’k =Tk — Tk—1 (224)

réznica (wsteczna) drugiego rzedu natomiast jako

AQZL’k = X — 2!L’k_1 + Tp—2 (225)
Réznice dowolnego (catkowitego) rzedu okle wzor

n

Atz =Y (1) <Z) Thr (2.26)

r=0
Korzystajac z tego (analogicznie jak dla definicji G-12)(T) jest réwnyo, dlar > n mozna

to wyrazenie zapisaw postaci nastepujacej definicji:

Definicja 11 Rdé&nica (wstecz) utamkowego rzedu dana jest nastepujaco:
i n
A”xk = Z(—l)J< .)-Tkj
j=0 J
gdzien € R, jest utamkowym rzederR, jest zbiorem liczb rzeczywistydhe N jest numerem

probki, dla ktérej r&nica jest obliczanay;, jest r&znicowana funkcja dyskretna .

Wspé}czynnil(’j‘) natomiast wyznaczany jest w nastepujacy sposob:

1 dla j=0
<T.L) = (2.27)
pole=dt) - dla j >0

J!
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Rdéznica utamkowego rzedu jest wiec suma wszystkich prébaichwili zerowejz, do

chwili £ z;, z odpowiednimi wspoétczynnikami oksnymi Definicja 11.

Przyktad 5 Przyktad wyznaczania ehicy utamkowego rzedu
Dla n = 1 otrzymujemy znany wzor nazdice pierwszego rzedu. Jak widagc, tylko dwa

wspotczynniki sa niezerowe.

All‘k =1z, — lop_1 + 0xp_o — Oxp_s3 ...

Dla n = —1 otrzymujemy sume wszystkich probek, czyli dyskretny oddaikicatki poje-

dynczej

A_lxk =lop+1op_1 + 1rp_9o+ 1ap_3...

Dla n = 0.5 otrzymujemy rénice rzeduw.5 bedaca suma wana wszystkich prébek

A0'5$k = 1$k — 0.51’]6,1 — 012556]6,2 — 00625$k,3 Ce

Dla n = —0.5 otrzymujemy natomiast

A% =2+ 0.5251 + 0.37525_2 + 0.312524 5. . .

Dlan = 1.5 otrzymujemy

AYx =21 — 15251 + 0.3752%_o + 0.06252,_5 . . .

Dlan = —1.5 otrzymujemy

A = 2p + 1.5z, 1 + 1.87524 o + 2.18752%_3

2.4.1 Zapis macierzowy r@nicy utamkowego rzedu

W pracy [136] przedstawiony jest zapiszrocy utamkowego rzedu w postaci macierzy wspot-
czynnikow.

Przyjmijmy za autorem tej pracge
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b = (—U’(@) (2.28)

7=0
Mozemy wtedy zapisa ze
A" fy I OR SO fi
A"y o 1 o o | fs
Aoy [ =10 0 1 b fra (2.29)
A" f_s o0 0 1 .. fos

Macierz kwadratowa wystepujaca w pazgzym réwnaniu oznaczana jest jako

1o by by
0 1 b o
B"=10 0 1 b"
00 0 1

Macierz ta jest zawsze nieosobliwa i zawsze istnieje jejrotivge, ktora jest oznaczana

jako
1 a§”) agn) aén)
0 1 aﬁ") aén)
—1
A = [B™] =10 0 1 o
0 O 0 1
gdzie
(n) n(n—l)...(n—i—i—l)
“o = il
Otrzymujemy wtedy
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1 a§”) aén) a:(,)n) A" fy fr

0 1 o™ & || A, fia
o 0o 1 a" .. Afo | = | fis (2.30)

0 0 0 1 ...|| A, frs

Zachodza nastepujace relacje pomiedzy macierzgmii B(™:

Alnitn2) 0 g(m) g(n2)

pBlutnz)  _  pn) pne)

2.4.2 Wiasnéci operatora A"
Liniowo & operatora A™

Twierdzenie 6 [162] Operator r&nicy utamkowego rzediN” jest operatorem liniowym, czyli

spetnia nastepujaca relacje

A" (azy + byr) = A"axy + A"byy (2.31)
[ |
Dowdd:
k i
s+ ) = 31 (") sy + o)
=0
k i k n
N
Jj=0 J Jj=0 J
= A"axy + A"byy
[

Skitadanie opeartorowA™
Twierdzenie 7 [162] Prawo sktadania operatoréw dane jest nastepujaco:
AM(AMzy) = A™(AMxy) = ATy, (2.32)
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Dowadd zawarty jest w pracach [136], [83].

Réznica iloczynu dwéch funkcji dyskretnych

Twierdzenie 8 [136] Rdznica iloczynu dwdch funkcji dyskretnych dana jest nagagpu

o0

A (fugr) = > (=)A= Al g, (2.33)

1=0

Dowdd znajduje sie w pracy [136, podrozdziat 2.1.4].

Roéznica ilorazu dwdch funkciji dyskretnych

Twierdzenie 9 [136] Rdznica ilorazu dwdch funkcji dyskretnych dana jest nastgqy]

o0

M)(@) = (=1 AT fk_iA(i)i (2.34)
Ik 0 Gk

Dowdd znajduje sie w pracy [136, podrozdziat 2.1.4].

2.4.3 Implementacja praktyczna r&nicy utamkowego rzedu

Definicja r@&nicy utamkowego rzedu zaktada sumowanie aktualnej i stkish poprzednich
prébek z odpowiednimi wspétczynnikami. Rozpatrywana lacpbdbek day do nieskéczono-
Sci, gdy czas pracy uktadu ta& dgy do niesk@czonéci. Powoduje to oczywiste problemy z
realizacja takiego sumowania, tak obliczeniowe, jak@t@ici pamieci. Jednale wspoétczynnik
(7;) maleje wraz ze wzrosten czyli dla odlegtych w czasie prébek. Powodujeze,im starsze
sa prébki, tym maja mniejszy wptyw na wynik koowy. Dlatego te w realizacji praktycz-
nej maemy ogranicz§ liczbe sumowanych prébek do pewnej zadanej liczbktéra bedzie
nazywana diuggcia implementacji.

Definicja r&nicy utamkowego rzedu przyjmie wtedy nastepujacdaios

i (=1 (Nak,; dla k<L

Y= (N dla k> L

=0

n
Al’k:
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Ograniczenie liczby probek branych pod uwage przy sumawaia jednak wptyw na do-
ktadndst wyznaczania mnicy. Na rysunku 2.11 przedstawiony jest przyktad wyzaadz ré&-
nicy utamkowego rzedw = 0.7 funkcji skoku jednostkowego. Jak mma zauwayc, réznica
wyznaczana jest doktadnie tylko do chwili rowniej Dla chwil wigkszych od. réznica przyj-

muje wart&e stata.

0.35

0.3r

0.251

0.2

0.1r

0.051

Rysunek 2.11: Poréwnanie realizacji praktycznycinidy rzedur = 0.7 dla L = 10, 30, 50

Implementacja praktyczna jest wiec kompromisem pomyatiktadnécia implementacji
zalezna od dtugéci implementacji, a fizyczna maliwoscia jej realizacji, ograniczona poprzez
rozmiar zajmowanej pamigeci i szybsodziatania. W praktyce dobre rezultaty sa osiagane dla

L rzedu kilkuset.
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Rozdziat 3

Dyskretny uktad dynamiczny utamkowego

rzedu opisany w przestrzeni stanu

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione uogéleigriidycyjnego dyskretnego uktadu
dynamicznego opisanego w przestrzeni stanu catkowiteégoNpzego) rzedu na rzad utamko-
wy. W rozdziale tym zostana tak przedstawione podstawowe wtascianowo zdefiniowanego
uktadu. Podrozdziat 3.1 zawiera uogolnienia dyskretnymiowych i nieliniowych, determini-
stycznych i stochastycznych uktadoéw catkowitego (pieegsy) rzedu opisanych w przestrzeni
stanu na dyskretne uktady utamkowego rzedu w przestrramiisW podrozdziale 3.2 przedsta-
wione sa warunki stabilrszi dla dyskretnego linowego uktadu utamkowego rzedu. \4kpo-
dziale 3.3 oméwione jest zagadnienie osiagatmosterowalnsci i obserwowalnsci dla dys-
kretnych uktadéw utamkowego rzedu opisanych w przestitanu. W podrozdziale 3.4 wpro-
wadzony jest zapis transmitancyjny dla dyskretnych ukdabidiowych utamkowego rzedu, ich
postacie kanoniczne oraz odpowiadajace im postacie rdwdzaicowych. Przedstawiony jest
takze sposéb wyznaczania macierzy przeksztalcenia na pddstaacierzy obserwowal$ci

lub sterowaln@ci.
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3.1 Zdefiniowanie dyskretnych uktadéw uktadu utamkowe-

go rzedu opisanego w przestrzeni stanu

Rozwamy tradycyjny dyskretny uktadu dynamiczny catkowitegae(wszego) rzedu w prze-

strzeni stanu opisany rGwnaniami:

Tyl = A.Tk + Buk (31)

ye = Cuxp+ Duy (3.2)

gdziez, € RY, A € RVN B e RV*™ (e RPN, D € RP*™, 4, € R™, m jest liczba

wejst uktadu,y, € RP, p jest liczba wygt uktadu,k € (0,1,2,...) chwilami czasowymi,
dla ktérych rozpatrywany jest uktad,/é jest liczba réwna stanu uktadu (wymiarem wektora

stanu).

Roéwnanie aktualizacji wektora stanu ema przedstawijako

Alkarl = AdJ?k + Buk (33)

gdzied; = A — I, aA} jest r&nica rzedu 1 réwna
A1$k+1 = Tk+1 — Tk- (34)

Wartcst kolejnego wektora stanu rmoa wyznacz§ z zalenadsci

Tl = All‘k+1 + x (35)

Mozna to uogélri na r&nice niecatkowitego rzedu, ktéra jest dyskretnym odigolikiem
rézniczki utamkowego rzedu (def. Griinwalda-Letnikowa)zgr co otrzymujemy dyskretny

uktad utamkowego rzedu w przestrzeni stanu.

A"xkﬂ = Adxk—i—Buk (36)

T = Ampg
k+1
. (n
- Y (e (3.7)
j=1 J
gdzien moze byt liczba niecatkowita, utamkowym rzedem ukfadu.
Dzieki takiemu zabiegowi otrzymujemy uktad utamkowegedua w przestrzeni stanu, zto-

zony z ukfadu trzech réwia
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- obliczajacego utamkowa rflice danej zmiennej stanu (3.6)

- wyznaczajacego kolejna zmienna stanu (korzystajefinicji réznicy utamkowego rze-
du) ( 3.7).

- réwnania wy§cia (takie same jak w (3.2)).

3.1.1 Dyskretny liniowy uktad uktadu opisany w przestrzeni stanu

Dyskretny uktad w przestrzeni stanu ama wiec zapisaw postaci nastepujacej definiciji:

Definicja 12 Dyskretnym, liniowym uktadem dynamicznym utamkowego g@danym w prze-
strzeni stanu (zwany uktadem standardowym) nazywamy uktadrdestepujacymi rownania-

mi:

A"rpy = Agxyp + Buy
Tpy1 = Arpp
k+1 n
= (Mo
=1 J
Y = C’xk—l-Duk

gdzier, € RN, Ay € RV*N B e RV*m (' € RPN, D € RP*™, m jest liczba wejc ukta-

du,p jest liczba we§€ uktadu,V jest liczba réwnah stanu uktadis,e Z, chwilami czasowymi,

dla ktérych rozpatrywany jest uktad,ac R jest rzedem ukfadu.

Rozwiazanie réwnania systemowego tego uktadu jest najsies [86]:

k—1
= ®(k)xro+ Yy _O(k—j —1)Buy (3.8)

J=0

gdzied(k) jest macierza tranzycji uktadu dana wyemiem

Ok +1) = (Ag + 1(711) YO (k) — 2(—1)1 (Z‘) Ok +1—j) (3.9)

przy warunku poczatkowyni(0) = I.

41



Liniowo &C uktadu

Uktad dynamiczny nazywamy liniowym,eli spetnia zasade superpozyciji.

Definicja 13 Ukfad spetnia zasade superpozycjzéé odpowiedz na wymuszenie

m

u = E a;u;

=1
bedace kombinacja liniowa wymuszef u,, . . ., u,,, & a; sa liczbami rzeczywistymi (przy

zalazeniu,zed " | |a;| # 0), rbwna sig kombinaciji liniowej

m

y= Zai%

=1
odpowiedziy, ys, . . . , Ym, Przy czymy; jest odpowiedzia tego uktadu na wymuszenie

Twierdzenie 10 Uktad dany Definicja 12 spetnia zasade superpozyciji.

[ |
Dowdd:
Niech

m
Uy = E QiU; |
i=1

gdzieuy, jest wepciem ukfadu, a; . i-ta skladowa weécia uktadu.

Uktad z wymuszenienn,, dany jest nastepujaco:

A"mk+1 = Adl’k + Buk
Tpp1 = Ampg
k41 n
- Z(_l)J ( ) Lh—j+1
j=1 J
yr = Cxp + Duy

Rozwiazanie takiego uktadu jest nastepujace:

k—1
= ®(k)xo+ Yy _O(k—j —1)Bu

7=0
skad mana wyznacz§ odpowiedz (przy zateniu zerowych warunkéw poczatkowych)
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k—1
Y = CZ@(!@—]’— 1)Buj + Duy,

=0

Uktad dla sktadowych; , dany jest nastepujaco:

n
A"xip1 = Agxig + Buiy

n
Tik+1 = A Ti k+1

k1 "
- Z(—l)] < -)xi,k—j-i-l
j=1 J
Yikg = Cxyp+ Duy

Rozwiazanie tego ukladu jest nastepujace:

k—1
i = (k)zio+ Y ®(k—j—1)Buy,

=0
skad mana wyznacz§ odpowiedz tego uktadu (przy zaeniu zerowych warunkéw po-

czatkowych)

k—1
yLk = CZ (I)(k? —j — l)BU@j -+ Dui,k

=0
Rozwiazanie ukfadu dla wymuszenia bedacego suma wyshisdadowych, przy zake-

niu zerowych warunkow poczatkowych jest nastepujace:

k—1 m

j=0 i=1
co mazna zapisajako

m k=1

i=1 =0

<

a nastepnie

m

T = E Q5 |

i=1

Odpowiedz uktadu przyjmuje wtedy poéta
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yr = Cxp+ Duy = CZ a;x;  + Duy,
i=1

= Z a;(Cx; . + Du,y) = Z aiYi k
i=1

=1

U
Dla niezerowych warunkéw poczatkowych uktad nie spet@aazly superpozycji, analo-

gicznie do uktaddéw catkowitego rzedu.

Przeksztalcanie zmiennych stanu ukfadu

Jedna z podstawowych wlasw tak zdefiniowanego ukfadu jest misvost transformacji zmien-
nych stanu tego ukfadu, tworzac w ten sposéb nowa (npzigrbgodna) postadanego ukta-
du.

Lemat 1 Dla kazdego uktadu danego Definicja 12 istnieje taka nieosoblivezienz P <
RN*N ktéra okrésla nastepujaca transformacje zmiennych stapu= Pz, w ten sposoéb,

ze ukfad opisany nowymi zmiennymi stapuna nastepujaca postac:

/ /
A”zkﬂ = Adzk + B U

n
21 = A"z

- jzj(—w (7)o

Y — C”zk—l—Duk

gdzied, = PA,P~, B' = PB, (' = CP~!

Dowdd:

Mnozac lewostronnie dwa pierwsze réwnania Definicji 12 przezierzP otrzymujemy

PAn$k+1 = PAdIk+PBuk

n
Pxpy = PA"xp4,

- %(-Uj (?) Pry_jn



Uzywajac relacjiz, = Pxy, i x, = P!z, i liniowoSci operatora rénicy otrzymujemy

n
A" 21

Zk+1

Yk

Cco jest teza Lematu 1.
U

n
A"zp 41
k+1

PAdP_lzk + PBuk
e
Z(_l)]( ')Zk—j-&-l

j=1 J

CP_IZk + Duk

Przeksztatcenie macierzy/, = PA,P~! jest przeksztalceniem macierzy przez podbbie

stwo (dlatego te catdst transformaciji nazywana jest transformacja przez pahshivo). Prze-

ksztatcenie to nie zmienia wa&oi wtasnych macierzyl, [84].

Uktad dany Definicja 12 neemy take zapisa w formie niesk@éczenie-wymiarowego

uktadu pierwszego rzedu.

Definicja 14 Postacia nieskohczenie wyiarowa dyskretnego uktadamyecznego utamkowego

rzedu opisanego w przestrzeni stanu nazywamy nastgpaojaskonczenie wymiarowy uktadu

pierwszego rzedu:

Tk41
Tk

Tk—1

gdzie

Yk

Tk

Th_
k—1 + Bu,

Lk—2

Lk

Ll—1

Tk—2
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0
B = c=[coo .|

Post& nieskaczenie wymiarowego uktadu pierwszego rzedu jest bardzgdatna przy
badaniu stabilngci uktadu. Przyktadowe odpowiedzi uktadu danego Defni@ pokazane sa

w przykiadzie 6.

Przykiad 6 Dany jest uktad okr@ony nastepujacymi macierzami:
0 1 0
Ay = ,B =
[ —0.15 —0.6 ] 1 ]

C = [0.3 0.1],D=[0}
Odpowiedzi tych uktadow na wymuszenie prostokatne sagieeidne na Rys. 3.1.

dla réznych wart8ci rzedu uktadw = 0.7, 1, 1.3;

e n=0.7
7 —n=1
o R P T Y n=1.3
; - - =sygnal wejsciowy

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 3.1: Przyktadowe odpowiedzi uktadu danego przygctad
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Rysunek 3.2: Przyktadowe przebiegi zmiennej stapuktadu danego przyktadem 6

-4 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 3.3: Przyktadowe przebiegi zmiennej stasiuktadu danego przyktadem 6

3.1.2 Uogdlniony dyskretny liniowy uktadu opisany w przestrzeni stanu

Dla uktadu, w ktérym réwnania stanu nie maja tego samegduzuktad maemy zdefiniowa

W nastepujacy sposob.
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Definicja 15 Uogolnionym dyskretnym ukladem dynamicznym utamkoweglol i@pisanym w

przestrzeni stanu nazywamy uktad dany nastepujacymi néname:

T
A Tyl — Adxk+Buk
k+1

Tpy1 = AT$k+1_Z(_1)jzjk+1—j

j=1
Y = C’xk—l-Duk

gdzie

T, = diag [ (7;1) ("JN) }
T
ATy = [ AMwygqr o0 AN ]

No= [m oonn]

orazz, € RN, Ay € RVXN B ¢ RVx™m O ¢ RPN D ¢ RP>*™, T, € RVN m jest
liczba weg€ uktadu,p jest liczba we§c uktadu,N jest liczba rownan stanu uktadé, € 7,
chwilami czasowymi, dla ktérych rozpatrywany jest uktady'ac R jest wektorem rzedow

rownan uktadu.

0]
Rozwiazanie takiego uktadu jest nastepujace:
k—1

vy =@ (k)zo + Y _ ®"(k - j— 1)Bu; (3.10)

j=0
gdzied(k) jest macierza tranzycji uktadu dana wyemiem
k+1

OV (k+1) = (Ag+ T1)®" (k) = > (—1) 1,0 (k+ 1 — j) (3.11)

j=2
przy warunku poczatkowyrd* (0) = 1.

Twierdzenie 11 Uktad dany Definicja 15 spetnia zasade superpozyciji.

Dowdd:
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Niech

m
Uy = E QiU; k;
i=1

gdzieuy, jest wegciem uktadu, a; ;. i-ta skladowa wécia.

Rozwiazanie ukladu jest nastepujace:

k—1
T = (I)TU{?)JIO + ZCDT(/{? —j - 1)Buj

J=0

skad mana wyznacz§ odpowiedz (przy zakeniu zerowych warunkéw poczatkowych)

k—1
ye =CY " (k—j—1)Buj + Duy

j=0
Rozwiazanie uktadu dlatej sktadowej jest nastepujace:

k—1
zig =@ (k)wio+ Y T (k—j— 1)Buy,

j=0
skad mana wyznacz§ odpowiedz uktadu dla-tej sktadowej (przy zatweniu zerowych
warunkoéw poczatkowych)
k—1
Yik = CZ (IDT(k: —Jj—1)Bu;; + Du;y,
j=0
Rozwiazanie uktadu dla wymuszenia bedacego suma wyshissdadowych i przy zate-

niu zerowych warunkow poczatkowych jest nastepujace:

k—1 m
T = Z(I)TUC —j — 1)BZaium
j=0 i=1

CO mana zapisa jako

m k=1
Ty = a; Z Y (k — j — 1)Buy,
=1 j=0

7

a nastepnie

m

T = E ;i k

i=1

odpowiedz ukfadu przyjmuje wtedy poéta
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yr = Cxp+ Duy = C’Z a; T; ) + Duy,
i=1

m m

= Z a;(Czp + Du,y) = Z a;Yi k

i=1 =1
U
Dla niezerowych warunkéw poczatkowych, analogicznie jgkady catkowitego rzedu,
uktad dany Definicja 15 nie spelnia zasady superpozycji.
Uktad taki maemy take zapisa w postaci nieskiaczenie wymiarowego uktadu pierwsze-

go rzedu

Definicja 16 Postacia nieskohczenie wymiarowa uogolnionego dységet uktadu dynamicz-
nego utamkowego rzedu opisanego w przestrzeni stanu nazymiaskohczenie wymiarowy

uktad pierwszego rzedu dany nastepujacymi rownaniami:

Tp+1 Ty
Tk Tr—1
Lk—1 Lk—2
Tk
Tl—1
yr =C
Tk—2

gdzie
(Aa+7T1) —(=1)°T2 —(=1)°T3
A 1 0 0
0 I 0 ’
B

0
B = c=coo .|
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Forma ta jest bardzo przydatna przy badaniu stabdniannych wtasnéci uktadu.

Przykiad 7 Dany jest uktad okr&@ony nastepujacymi macierzami:

0 1
Ad = 7B -
-0.15 —0.6

¢ = [0.3 O.l],DZ[O}

dla réznych wart8ci rzedu pierwszego rownania uktadu= 0.7,0.9, 1.1 i stalej wartdsci
rzedu rownania drugiege, = 1.3
Odpowiedzi tych uktadéw na wymuszenie prostokatne sagiesgibne na Rys. 3.4.

Na rysunkach 3.5 3.6 przedstawiony jest natomiast przebiggrmych stanu tych uktadow.

n1=0.7
_n1=0.9
..... n1=1.l

- - -sygnal wejsciowy

__________________________

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 3.4: Przyktadowe odpowiedzi uktadu danego przygctad

3.1.3 Podstawowe przeksztatcenia schematow blokowych dyskretnych akt

dow utamkowego rzedu opisanych w przestrzeni stanu

W podrozdziale tym zostana przedstawione podstawowedygsi@eksztatcania schematow

blokowych zawierajacych dyskretne uktady utamkowegizppisanych w przestrzeni stanu.
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_10 = -
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 3.5: Przyktadowe przebiegi zmiennej stapuktadu danego przyktadem 7

| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

-4 I I I I I

Rysunek 3.6: Przyktadowe przebiegi zmiennej stasniuktadu danego przyktadem 7

Potaczenie uktadéw szeregowo

Uktad DFOSS; dany jest rownaniami:
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Yl pross, Fretas

DFOSS; —=%~

Rysunek 3.7: Potaczenie szeregowe

Y
Az = Anzig+ Biung
k1

. ,
Tiper = ATy — > (1T @
j=1
Yirg = Cizip+ Diurg

Uktad DFOS S, dany jest natomiast rownaniami:

Y
A2z = ApTop+ Bougy
k1

r )
T2k4+1 = A 2Tkt — Z(_l)]Tz,ﬂh,kHﬁ'
j=1
Yo = Coxgy + Dougy
gdziez,, , wektor stanu w chwilik uktadun, a AT»x, ;,, 0znacza wektor @nic n-tego

uktadu w chwilik + 1.

Lemat 2 Dwa dyskretne uktady DFOSS potaczone szeregovemanpapisac w postaci naste-

pujacego uktadu DFOSS:

r A 0 B,
A'xp = T+ U1k
BQCl A2 BQDl
k+1

Tt = Alzpn =Y (=1 Tjape

=1

Yo = |: DQOl CQ ] Ty + |: Dng :| Ui,k

gdzie

T
Tk T A xy e
T — s A Tpt1 =

T
ok A9 544

, T] = dlag |: TL]‘ T27j ]
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Dowdd:

Tworzymy nowy wektor stanut, zawierajacy wektory stanu obu uktadéw

L1,k
Ty —

T2k

Z wlasndci potaczenia szeregowego wyniay, = v, x, przez co otrzymujemy

Y
Arypr = BeCixyp + Approp + BaDiug g,

Yo = DoCiayy + Coxg g + DoDyuy

co w zapisie macierzowym daje rownania dane przez Lemat 2.
O

Potaczenie uktaddéw réwnolegle

Y.k
DFOSS, =
U E— l Yk

DFOSS, YL

Rysunek 3.8: Potaczenie rownolegte

Lemat 3 Dwa dyskretne uktady DFOSS pofaczone rownoleglemra@apisac w postaci naste-

pujacego uktadu DFOSS:

A 0 B
Aoy = Ty + [ur]
0 AQ B2

k1
r .
Tey1r = A $k+1—§ (=1 jwps1—y

j=1

Yp = [Cl Cg]xk“‘[Dg‘i‘Dl}[uk]
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gdzie

T
Tk AT wy

T
T = s A Lh4+1 =

) Tj:diag[TU Ty ; ]
Tok AT2zy 0

Dowdd:

Tworzymy nowy wektor stanu;,, zawierajacy wektory stanu obu uktadéw

L1,k
T —
T2k
Przyjmujacy, = y1.x + y2x Otrzymujemy réwnania dane przez Lemat 3

O

Polaczenie uktadéw ze sprzzeniem zwrotnym od stanu

Urik Uk

Rysunek 3.9: Sprzenie zwrotne od wektora stanu

Lemat 4 Dyskretny uktad DFOSS (dany macierzatpi B, C, D) potaczony w ukiadzie sprze-
zenia zwrotnego od wektora zmiennych stanzmaazapisa¢ w postaci nastepujacego uktadu
DFOSS:

AT[L']H_l = (Ad - BK) T + Bur,k
k+1

Thp = Alappy — Z(—l)jTjIk+1—j
=1
Yo, = Cxp+ Duyy
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Dowdd:

przyjmujacu; = u, — Kz otrzymujemy rownanie

AT.I'k+1 = Adl’k -+ B (ur’k — Kl'k)

po uszeregowaniu ktérego otrzymujemy réwnania dane preezat 4
U

Potaczenie uktadéw ze sprzgeniem zwrotnym od wyjscia

%O% DFOSS,; Yy .

Yor

DFOSS, | Y2k

Rysunek 3.10: Sprzgnie zwrotne od wcia

Lemat 5 Dwa dyskretne uktady DFOSS potaczone w uktadzie sprig zwrotnego od wsgia

mazna zapisat w postaci nastepujacego uktadu DFOSS:

T A1 —Bng B1
Atz = Tk + Uy k
B,Cy Ay — ByD(Cy ByDy

k+1

Tp+1 = ATiﬂkH—Z(—l)jTﬂkﬂ—j

J=1

Yoo = [ Cy —DCy ] Ty + Dyt

gdzie

T
ANz

Ty = . ATp, = ,  T; = diag [ T Toy ]

Tok ATQ%’MH
oraz przy zataeniuD, = 0.
[
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Dowdd:

Tworzymy nowy wektor stanu, zawierajacy wektory stanu obu uktadéw

L1,k
T —

X2k

Przyjmujacu; x = v, — yox | U2k = Y11, Oraz zaktadaja®, = 0 otrzymujemy

T
Az = A+ Bi(uer — Cota)

g = Ciz1,+ Di(upp — Comay)
oraz

AT2$2,1€+1 = Asxoy + Bo(Crar g + Di(ury — Coxag))

Yo = Coxay

przez co otrzymujemy rownania dane przez Lemat 5
0

3.1.4 Dyskretny uktad nieliniowy utamkowego rzedu

Analogicznie do rozumowania przedstawionego w podrotel3d mana uog6lnt tradycyjny
uktad nieliniowy dyskretny pierwszego rzedu opisany westezeni stanu na ukfady o utamko-
wym rzedzie ranicowym.

Wezmy wiec tradycyjny dyskretny uktad nieliniowy catkibeggo (pierwszego) rzedu

Tp+1 = fp(xka Uk)

yr = h(xg)

Mozna go przedstawiw nastepujacej postaci:

Az = fplae, ) — zn
Tyl = Alkarl + Tk
yr = h(xg)
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Uogéblniajac ranice pierwszego rzedu naardice utamkowego rzedu, otrzymujemy dyskret-
ny ukfad nieliniowy utamkowego rzedu opisany w przestiztanu. Przyjmujad (zy, u;) =

(fp(xk, ur) — xx) Mozemy go zapisaw nastepujacy sposob:

Definicja 17 Nieliniowym dyskretnym uktadem utamkowego rzedu opisanyreestpzeni sta-

nu nazywamy uktad dany nastepujacymi rownaniami:

Az = fag, uk)
Tpy1 = Arpp
k1 o
- Z(—l)]<.>xk+1—j
=1 J
e = h(rg)

Definicja 18 Uogdélnionym nieliniowym dyskretnym uktadem utamkowegduzgisanym w

przestrzeni stanu nazywamy uktad dany nastepujacymi néname

Az = flan, ug)
Tp+1 = ATQ?kH
k+1
- Z(_l) T Thq1—;
=1
y = h(x)

3.1.5 Dyskretne liniowe i nieliniowe ukitady stochastyczne utamkovg®

rzedu

W rzeczywistych problemach sterowania wykorzystywaneldady z zaktoceniami (stocha-
styczne). Kolejnym krokiem bedzie wiec uogolnienie dydkego uktadu stochastycznego pierw-
szego rzedu na ukfady rzedu utamkowego.zW@ to uczyri w spos6b analogiczny do zapre-
zentowanego w podrozdziale 3.1.

Wezmy wiec liniowy uktad uktadu stochastycznego piemggzrzedu
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Tpy1 = Al’k + Buk + wy, (312)

ye = Cap+uy (3.13)

Uktad ten oczywscie maemy zapisaw nastepujacej formie:

AIZL’]H_l = Ade‘k + Buk + W (314)
Tht+1 — A1$k+1 + xg (315)
ye = Cup+ v (3.16)

co mazna uogoélnt na przypadek nicy o utamkowym rzedzie w sposéb podany nastepu-

jaca definicja:

Definicja 19 Dyskretnym uktadem stochastycznym utamkowego rzedungpisa przestrzeni

stanu nazywamy ukfad dany nastepujacymi rownaniami:

Az = Agrp + Buy + wy,

Tpp1 = Az
k41 n
- Z(—l)J< .)xkjﬂ
i=1 J
yr = Cuxp+ Duy + vy,

gdziewy, i v, sa zaktoceniami odpowiednio zmiennych stanu sergjukfadu.
0
W przypadku, gdy rzedy rowiiastanu nie sa identyczne, otrzymujemy nastepujacaieefi
cje:
Definicja 20 Uogélnionym dyskretnym uktadem stochastycznym utamkomeda opisanym
W przestrzeni stanu nazywamy uktad dany nastepujacymiaidami:
ATJ?]C_H = Adl’k + Buk + Wy

T
Ty = A xpp
k41

D G Vi PR
j=1
yr = Cuxp+ Duy + vy
gdziewy i v, sa zaktdceniami odpowiednio zmiennych stanu sergjuktadu.
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Dyskretny nieliniowy stochastyczny uktad dynamiczny ukamvego rzedu opisany w prze-

strzeni stanu zdefiniowany jest natomiast dany nastepujafinicja:

Definicja 21 Uogolnionym nieliniowym stochastycznym uktadem utamkoveggiu opisanym

W przestrzeni stanu nazywamy ukfad dany nastepujacymiandami:

Y
Atz = f(ow,w) +wy
Y
Tyl = A Ll+1
k41

) T

j=1
ye = hlxg)+ v

3.1.6 Implementacja praktyczna

Przy implementacji praktycznej dyskretnego uktadu utawego rzedu niezalmie od tego, czy
jest to uktad liniowy, czy nieliniowy, zachodzi koniecAtoograniczenia liczby sumowanych
probek we wzorze 3.7 i w jemu odpowiadajacych wzorach w éhnglefinicjach, do pewnej

wartcsci L nazwanej diugscia implementacii.

Definicja 22 Dlugoscia implementacji uktadu nazywamy liczbe proldekdo ktérej zostato

ograniczone sumowanie probek we wzorze 3.7.

Brak tego ograniczenia spowodowatby koniecdnsumowania wszystkich poprzednich
probek, co bytoby niemdiwe w implementacji praktycznej. Réwnanie (3.7) przyjeuyte-
dy nastepujaca posta

L
Tht1 = AT$k+1 — Z(—l)jTjIk_j+1. (317)

j=1
Definicja 12 przyjmuje wtedy posta

Definicja 23 Praktyczna implementacja dyskretnego uktadu dynaregzatamkowego rzedu
opisanego w przestrzeni stanu o di8goimplementacji. nazywamy ukitad dany nastepujacymi

réwnaniami:
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A"xkﬂ = Adxk—i-Buk

n
Tpp1 = Ampg

Sy (7)o

Definicja 15 przyjmuje natomiast posta

Definicja 24 Praktycznaimplementacja uogolnionego dyskretnegadukélynamicznego utam-
kowego rzedu opisanego w przestrzeni stanu o dicigmplementacji. nazywamy uktad dany

nastepujacymi réwnaniami:

ATz = Agzy, + Buy,
L

Tpy1 = AT%H—Z(—DjTﬂkﬂ—j

j=1
Y = C’xk—l-Duk

gdzie

T, = diag[(",;) (név)}

T
T _
A xpy = |: Anlxl,k_t,_l AanN,k—H i|

Podobnie mena zdefiniowa réwnania w pozostatych uktadach: stochastycznym i ri@lin
wych.
Ograniczenie to ma wptyw na doktadstarealizacji danego uktadu, co zostanie zilustrowane

na nastepujacym przyktadzie.

Przyktad 8 Dany jest ukitad taki sam jak w przykiadzie 7, dla= 0.7 i n, = 1.2 oraz dla
ré6znych wart&ci parametrul = 200, 30, 10.

Odpowiedzi tych uktadow dla wymuszenia prostokatnegom@zentowana na Rys. 3.11.
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- - =sygnal wejsciowy
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Rysunek 3.11: Przyktadowe odpowiedzi uktadu danego Defiriibjdlal. = 200, 30, 10

3.2 Stabilnast FOSS

Zagadnienie stabilrszi w dyskretnych uktadach utamkowego rzedu jest znadmmidziej skom-
plikowane nz w wypadku uktadéw rzedu catkowitego. Ze wzgledu na zajyskretne uktady
utamkowego rzedu sa podklasa dyskretnych uktadéw piestenie wymiarowych, jako defi-

nicje stabiln&ci przyjeto definicje stabilrszi stosowana w tych uktadach, podana np. w [36].

Definicja 25 [36] Dyskretny, liniowy, nieskonhczenie wymiarowy uktad meayy stabilnym w
skohczonym czasie wzgledém 5, N, M, ||.||}, o < 5, «, § € Ry, wtedy i tylko wtedy gdy:

|lz(d)]| <a, i=0,—1,...,—N,

implikuje:
lx()|| < B, i=0,1,2,....M

przy zat@eniu,zea < coi 8 < 00 .

O

Warunek konieczny i wystarczajacy stabieouktadu okrélonego przez definicje 16 dany

jest nastepujacym twierdzeniem:
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Twierdzenie 12 Uktad okreslony definicja 16 jest stabilny asymptotycznie wtedy otyltedy,
gdy

IAl <1

gdzie||A|| oznacza norme macierzyzdefiniowana jakenax; |\;| gdzie\; jesti-ta warto-

Scia wkasna macierz.

[ |

Dowod:

MacierzA jest macierza systemowa dyskretnego uktadu pierwszagpur

0

Liczba podmacierzyl'; w macierzyA w rzeczywistej realizacji uktadu musi byograni-
czona. To ograniczenie e zmniejszg doktadnét okreslenia stabilngci uktadu, szczegolnie

gdy jest on bliski granicy stabilrsai.

3.2.1 Kryterium stabilnosci

Kryterium stabiln&ci podane w Twierdzeniu 12 jest w praktyce trudne do zastasa. Ze
wzgledu na to,Z poszczeg6lne macier?g; zaleza tylko od rzedu uktadu (i jawnie o#l),
pozadanym bytoby takie kryterium, ktére na podstawie magiet, i rzedu uktadu, stwierdza-
loby o jego stabilnéci lub niestabilnsci. Takie kryterium, jakkolwiek podajace tylko warunek
wystarczajacy, zostanie przedstawione w tym podrozezial
Kryterium to zostato wyprowadzone w oparciu o wyniki za@etowane w pracy [36].
Kryterium stabiln&ci dla dyskretnych liniowych uktadéw w przestrzeni stanopbznie-

niem w stanie zaprezentowane w tej pracy jest nastepujace

N
>l <1
i=0

gdzie A; sa macierzami op6zreuktadu:

p
Thy1 = Z Aixi—j + Buy

J=0

p natomiast jest liczba opdzrigego uktadu.
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Kryterium to implikuje,ze macierz tranzycjp spetnia nastepujaca zaleost:

N
[k + 1) <Y [|®(k—i)| <e (3.18)

i=1

Uzywajac notacji przyjetej w Definicji 15, to kryterium raoa zapisajako

Twierdzenie 13 Uogdlniony dyskretny liniowy uktad utamkowego rzedu dargeprdefinicje
15 jest stabilny wtedy (ale nie wtedy i tylko wtedy), gdy

k+1
1Ag+ Tall + D 1(=1)7 7] < 1
=2

[
Dowdd: Relacja pomiedzy notacjgyta w pracy [36] a notacjaayta w Definicji 15 jest
nastepujaca:
Ag = Ag+Ty
A = (=17, for i=1,2,...
O

Twierdzenie 14 Standardowy dyskretny liniowy uktad utamkowego rzedu dargzpdefinicje
12 jest stabilny wtedy (ale nie wtedy i tylko wtedy), gdy

k+1
(N
[Agt In] + 3 (-1 (j)INII <1
=2

Dowdd:
Uktad standardowy jest szczegoélnym przypadkiem uktadwbngnego dlan; = n.
O

Twierdzenie 15 Dana implementacja standardowego dyskretnego liniowegadukutamko-

wego rzedu danego przez definicje 23 jest stabilna wtedyn{@hetedy i tylko wtedy), gdy

L
In
[Ag+ Inl| + 3 (~1) (j)fNu <1
=2
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Dowadd:

Implementacja uktadu standardowego jest uktadem staodgrd dlaL = k + 1.

0

Twierdzenia 14 i 15 sa trudne daycia ze wzgledu na konieczsbwyznaczania sumy,

ktéra ma@na wyznacz§ w spos6b analityczny, jak to zostanie pokazanzejni

Lemat 6 Dla j > 2 wspétczynnik{—1)7 (")) sa

dodatnie dla 2>n>1
(n
(—1) <J) = qujemne dla 0<n<1 (3.19)
0 dla n=0,1

\

[
Dowdd: Uzywajac wyraenia (2.27) do Wyznaczan@) mozna zauwayc, ze dlaj > 2

and0 >n > 1

(7) <0 dla j=246,...

J
(Tf) >0 dla j=3,57,...
J
Wspotczynniki(—1)7 sa réwnel dlaj = 2,4,... irébwne—-1dlaj = 1,3,.... Znaki

obydwu wspétczynnikéw(”) i (—1)7 sa przeciwne, co implikujee wspotczynniki—1)7 (%)
saujemnedld >2i0>n>1.

Dlaj > 2i1 > n > 2 sytuacja jest odwrotna

(”_) >0 dla j=2,46,...
J

(?) <0 dla j=3057...

Znaki obydwu Wspc')’fczynnikév@) i (—1)7 sa takie same, co implikujee wspotczynniki
(—=1)/(}) sa dodatnie dlg > 2i 1 > n > 2.

Inna metoda dowodu tego lematu (metoda indukcji) przedstaa jest w pracy [86].

O

Uzywajac tego lematu nama pokaza, ze

65



Y1) dla 2>n>1
=Y i(=1)(0) dla 0<n<1
Korzystajac z wlasr&ci pokazanej w [77, p. 29]

L i(m\ _ T(L+1-n)
21 (;) T I(1—n)(L+1) (3.20)

Jj=0

mozna otrzyma nastepujace wyenie:

L i(n\ _ T(L+1-n)
> (-1) () = STt (3.21)

=2 J

Uzywajac tej wtasnsci, kryterium opisane w Twierdzeniu 15 @ zapisa nastepujaco:

Twierdzenie 16 Ukfad dany Definicja 12 jest stabilny,Zeli

|Ag+ In| < r(n,L) (3.22)

gdzie

;

[(L+1-n)
2— mrargep " da 22n2>1

— I'(L+1—n)
r(n,L) m—i—n dla 0<n<l

1 dla n=0

\

jest promieniem kota bedacego obszarem stabithoktadu (stabilnéci w sensie zaldsci
(3.18)).

[ |
Dowdd:

Z twierdzenia 15 i rownania 3.21 otrzymujemy warunek:

['(L+1—n)
(1—-n)I'(L+1)
opuszczajac warfs bezwzgledna z tego wyzania (w poszczegoélnych przedziatach war-

lAa+ Inll + I ~ L4l <1

toScin) otrzymujemy warunek tego twierdzenia.
O
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Szczegolnie interesujaca jest mtiovoSC wyznaczania promienia stabilea dla nieskaczo-

nej (idealnej) dtugséci implementacii.

Lemat 7 Wspé’fczynnil%r(”il_")) dla nieskohczonej diugai implementaciji réwny jest zero

(1—n)T(L+1
dlan > 0.
['(L+1—n)
li =0
125 T(1— n)T(L + 1)
[ |
Dowdd:

Biorac pod uwageze

j=0
przyjmujacz = 1, mozemy zapisa

. ['(L+1—n) _Oo_jn_ e
ngﬂor(l—n)r(urn_;( 1 (j>_(1 =0

dlan >0
O

Twierdzenie 17 Nieskonhczona implementacja (—~ oo) uktadu standardowego danego Defi-

nicja 12 jest stabilna, jeeli

|Ag+ In| < r(n,L) (3.23)
gdzie
2—n dla 2>n>1
r(n,00) = < n dla 0<n<1
1 dla n=0
[ |
Dowdd:

Dowdd wynika z twierdzenia 16 i lematu 7.
U
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Rysunek 3.12: Wykres zatadsci promienia stabilr&ei r(n,L) od rzedun uktadu dlal =
40,150 i oo.

Na Rys. 3.12 przedstawiona jest zalest promienia stabilngcir(n, L) od rzedu uktadw

dla ré&nych wart&ci diugdéci implementaciji_.
I'(L+1-n

Ze wzgledu na problemy numeryczne w wyznaczaniu Wspéh:ikgmmi)) dlaL >

(A—n)T(L+1
171 (przepetnienie nastepujezyprzy wyznaczanil'(172) w Matlab’ie 2006a), dla wgszych

wartcsci L zalezndst te nalgy wyznacza w inny sposoéb.

Lemat 8 Wspbtczynni (E(j:)rﬁ(‘gl) mazna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

N(L+1-n) Trj-n
I(1—n)T(L+1) _],1;[1 j

Dowdd:
Korzystajac z podstawowej wiassa funkcji I'(z) danej relacjd’(z + 1) = «I'(z), otrzy-

mujemy

I'L+1—n) (L=n)(L—-1-n)...1=n)'(1-n) y7j—n
[(1—n)[(L+1) L(1—n)(L)(L—1)...(1)T(1) B

=1 7
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Na rysunkach 3.13, 3.14 i 3.15 przedstawione saznakei promienia stabilr&cir(n, L)
od dtugaci implementacji uktadu dla danej wast rzedun. Jak mana na nich zaobserwo-
wac, dla rzedéw powgejn = 1 zbiezncst wartcsci promienia stabiln&ci do wart&ci dla
nieskaiczonej implementaciji jest bardzo szybka, w granicach 10. Dla rzedéwn € (0.6, 1)
zbieznast ta jest znacznie wolniejsza, w granicath> 2000 i szybkdt ta znacznie zmniejsza
sie wraz ze zmniejszaniem sie watorzedun. Dla rzedéwn < 0.5 zbiezndst ta jest znacznie
wolniejsza, dlan = 0.3 wartcst promienia stabilngci zbliza sie do wartsci implementacii
nieskaczonej dlal. > 500000.

1 T T T T
—— promien stabilnosci r(n,L) dla n=1.2
e promien stabilnosci r(n,L) dla n=1.5

k ““““ promien stabilnosci r(n,L) dla n=1.8

o
©
T

©
©
T

o
~
T
1

o
[
T
i

promien stabilnosci r(L,n)
o
[«2)
T
|

o
~
T
|

o
w
T
1

b | | 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
dlugosc implementacji L

o
()

Rysunek 3.13: Wykres zatacsci promienia stabilrei r(n,L) od dtugéci implementacjiL

uktadu dlan = 1.2,1.5,1.8.

Przyktady obszardw stabilndsci

Na rysunkach 3.16, 3.17, 3.18 i 3.19 przedstawione jestvpmadie obszaréw rzeczywistej

stabilnaci uktadu, wyznaczanej na podstawie Twierdzenia 12, zayksz wyznaczonym na

podstawie kryterium stabilszi danego Twierdzeniem 16. Wszystkie obszary wyznaczane s,

dla dtugasci implementacji rownef. = 40. Jak wid& na rysunkach 3.16 i 3.17 dla rzedaw<

1 obszar stabilngci dany przez kryterium jest kotemsoodku w punkci€0, 0) i 0 najwiekszym
mozliwym promieniu. Dla rzedéw: > 1 obszar dany przez kryterium jest jeszcze bardziej
ograniczony ri dlan < 1, szczegélnie na rysunku 3.19 dobrze vidiak bardzo maty obszar

stabilnaci obejmuje obszar kryterium.

69



0.95- —— promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.6 i
e promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.7
““““ promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.8

o
©
T
1

0.85f J

promien stabilnosci r(L,n)
o
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a1 [e2)
T
| [

.

o
]

o

o)

a
1

L L T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
dlugosc implementacji L

Rysunek 3.14: Wykres zatadsci promienia stabiln&ci r(n,L) od dtug&ci implementacjiL

uktadu dlan = 0.6, 0.7, 0.8.

1 T T T T
—— promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.2
| ~++ promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.3| |
ooy promien stabilnosci r(n,L) dla n=0.5
0.8 b

o©
]
T
|

promien stabilnosci r(L,n)
o o
2] (2]
[ |

o o

w N

[
Il Il

1
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
dlugosc implementacji L 5

o
N

Rysunek 3.15: Wykres zatadsci promienia stabilrici r(n,L) od dtugéci implementacjil
uktadu dlan = 0.2,0.3,0.5.
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15

Obszar stabilnosci
—— Obszar kryterium

o
(8]
T

|m[eig(Ad+diag(N))]
o

15 ‘ ‘ ‘ | ‘
=15 -1 -05 0 05 1 15
Re[eig(Ad+diag(N))]

Rysunek 3.16: Obszar stabibw uktadu i obszar dany przez kryterium dla= 0.1 1 L = 40.

15

Obszar stabilnosci
— Obszar kryterium

o
6}
T

Im[eig(A ;+diag(N))]
S

L35 1 05 0 0.5 1 15
Releig(A d+diag(N))]

Rysunek 3.17: Obszar stabim uktadu i obszar dany przez kryterium dla= 0.5 i L = 40.
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15

Obszar stabilnosci
—— Obszar kryterium

o
(8]
T

Im[eig(Ad+diag(N))]
o

-0.5r

_1. I I I
35 1 05 0 0.5 1 15
Releig(A /+diag(N))]

Rysunek 3.18: Obszar stabikw uktadu i obszar dany przez kryterium dla= 1.2 i L = 40.

2
1.5¢ Obszar stabilnosci| |
—— Obszar kryterium
1, .

Im[eig(Ad+diag(N))]
e

= 1 0 1
Re[eig(Ad+diag(N))]

Rysunek 3.19: Obszar stabibm uktadu i obszar dany przez kryterium dla= 1.8 1 L = 40.
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3.3 Osiagalnac, sterowalnast i obserwowalnat uktadu DFOSS

W podrozdziale tym zostana przeanalizowane zagadniem@alngci, sterowalnsci i obser-
wowalndsci dla dyskretnych uktadéw utamkowego rzedu opisanychrzegirzeni stanu. Za
definicje tych wiasnsci przyjeto klasyczne definicje stosowane przy analikleddw catkowi-

tego rzedu podane na przyktad w pozycji [87].

3.3.1 Osiagalnét

Definicja 26 Uktad dany Definicja 12 lub Definicja 15 nazywamy osiagainjezeli dla dowol-
nego stanu kohcowegg, istnieje liczba naturalna; oraz ciag wymuszefuo, uy, . . ., u4—1},
ktory przeprowadza uktad ten z zerowego stanu poczatkowego0 do zadanego stanu kon-

cowegary.

Twierdzenie 18 Uktad dany Definicja 12 jest osiagalny (w N krokach) wtedgkd wtedy, gdy

spetniony jest warunek:

rank[S]:rank[B d(1)B ... ®(N-1)B | =N

gdzie®(k) jest macierza tranzycji uktadu dana réwnaniem 3\9jiczba réwnah stanu, a

S jest macierza osiagalrsei.

Dowod: Korzystajac z rozwiazania

k—1

= ®(k)wo+ Yy _ O(k—j—1)Bu

j=0
dla zerowego warunku poczatkoweg= 0 i stanu kaxcowegar y przyjmuje ono posta

UN-1
N-1 - UN_2
ry=» ®N-j-1)Buj=|B &(1)B ... ®N-1)B
j=0
Ug

Tworzy to uktad réwna z N niewiadomymi, ktérymi sa sktadowe wektora wymusze

Ukiad taki posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy igpeny jest warunek podany w

73



Twierdzeniu 18. Maliwost wyznaczenia wektoréw sterowéakich, aby przeprowadzaty uktad
Z xo doxy, orzeka o osiagalrszi uktadu.

U

Warunek podany w Twierdzeniu 18 mua uprécic, sprowadzajac go do warunku znanego

Z uktadow pierwszego rzedu, korzystajac z nastepg@teEmatu:

Lemat 9 Macierz tranzycji®(k) mazna zapisac jako wielomian macierzowy macigry +
In)

O(k) = (Aa+ [n)k + frr—1(Aa+ fn)kfl + fer—2(Aa+ [n)k*2 +- o+ fea(Ag+In) + feol

gdzie wspotczynnikfy x—1, fik—2, - - ., fro S@ wspotczynnikami wynikajacymi z réwnania
3.9.

O

Twierdzenie 19 Uktad dany Definicja 12 jest osiagalny (w N krokach) wtedgkd wtedy, gdy

spetniony jest warunek:

rank[S;] = rank [ B (Ag+In)B (Ag+1In)*B ... (Ag+In)""'B ] =N

gdzieS; jest macierza osiagalrszi w postaci rwnowanej pierwsze;j.

Dowdd:

Warunek konieczny i wystarczajacy osiagaoioz Twierdzenia 18 jest nastepujacy:

rank | B ®(1)B ®(2)B ... ®(N-1)B | =N

Korzystajac z Lematu 9 nz@my zapisaten warunek w nastepujacy sposob:

rank | B (Ag+In)B [(Aq+ In)*+ for1(As+ In) + fool] B
[(Ag + IH)N_l + fnoiv—2(Ag + ITL)N_2 + o+ o (Ag + ]n)l + fN—l,OI]B] =N

Elementy powyszej macierzy mma uzyska z nastepujacej macierzy poprzez wykonanie

dziatah elementarnych na kolumnach nastepujacej macierzy:
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B (Ad—l—[n)B (Ad+[n)28 (Ad+[n)N_1B

Na przyktad dla uzyskania ostatniej kolumny macierzy stetocsci (przy zataeniu jedne-
go wefcia uktadu) jest wymagany nastepujacy ciag daialamentarnych?” (N, 1x fy_1 ), P(N, 2x
fn-11),--, P(N,N —1X fy_1Nn-2)

Dziatania elementarne na macierzy nie zmieniaja jej uzed zwiazku z tym warunek z
Twierdzenia 19 jest rownoway warunkowi Twierdzenia 18.

U

Lemat 10 WspotczynniKA,; + In)’ mazna zapisat w postaci nastepujacego wielomianu ma-
cierzowego:

(Ag+1Iny = A +w; AT+ +w Ag 4+ wol
Twierdzenie 20 Uktad dany Definicja 12 jest osiagalny (w N krokach) wtedgkd wtedy, gdy

spetniony jest warunek:

rank[Sn]zrank[B AB A2B ... AVT'B | =N

gdzieS;; jest macierza osiagalrszi w postaci rownowanej drugie;.

Dowdd:

Warunek konieczny i wystarczajacy osiagdloiz Twierdzenia 19 jest nastepujacy:

rank[B (Ag+1In)B (Ag+In)*B ... (Ad—l—]n)Nle]:N

Korzystajac z Lematu 10 memy zapisaten warunek w nastepujacy sposob:

rank [ B AyB [A2+ wo Ag+ wapl]B

[Ailv_l + wN_LN_QAéV_2 + -+ wN—l,lAd + UJN_L()]]B] =N
Elementy powyszej macierzy mmna uzyska z nastepujacej macierzy poprzez wykonanie
dziatah elementarnych na kolumnach nastepujacej macierzy:
B A,B A:B ... AV'B ]
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Na przyktad dla uzyskania ostatniej kolumny macierzy stetocsci (przy zataeniu jedne-
go wefcia uktadu) wymagany jest nastepujacy ciag daialamentarnych?(N, 1 xwy_1), P(N,2x
wN-11)s---, P(N,N —1 X wy_1 n_2)

Dziatania elementarne na macierzy nie zmieniaja jej uz@d zwiazku z tym warunek z
Twierdzenia 20 jest rownoway warunkowi 19 i tym samym warunkowi Twierdzenia 18.

U

Twierdzenie 21 Uktad uogélniony dany Definicja 15 jest osiagalny (w N lerotk) wtedy i tylko

wtedy, gdy spetniony jest warunek:

rank[B ®Y(1)B ... ®PY(N-1)B |=N

gdzied™ (k) jest macierza tranzycji uktadu dana réwnaniem 3.11.

Dowdd: Jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 18, w miefgge) nalezy podstawd
dY (k).
0

3.3.2 Sterowaln&t

Definicja 27 Ukfad dany Definicja 12 lub Definicja 15 nazywamy sterowalnjgzeli dla do-
wolnego stanu poczatkoweggistnieje liczba naturalng oraz ciag wymuszefig, uy, . .., u,—1},
ktory przeprowadza ukfad ten z tego stanu poczatkowggdo zerowego stanu kohcowego

Twierdzenie 22 Uktad dany Definicja 12 jest sterowalny (W krokach), gdy spetniony jest

warunek:

rank[S]zrank[B d(1)B ... ®(N-1)B | =N

gdzie® (k) jest macierza tranzycji uktadu dana rownaniem 3\9est liczba réwnan stanu,

a S jest macierza sterowalisaoi.

Dowdd: Korzystajac z rozwiazania
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k—1
vy = O(k)zo + Y  ®(k —j — 1)Bu,

j=0
dla zerowego warunku kawowegar y = 0 przyjmuje ono posia

N-1
0 = ®(N)azg+ »_ (N —j—1)Bu,
=0

UN-1
UN-2
= ®(N)zo + [ B ®(1)B O(N - 1)B
Uo
co mazemy zapisa jako nastepujace réwnanie:
UN-1
UN—2
—®(N)zg=| B ®(1)B ... &N —-1)B
U

Tworzy to uktad réwna z N niewiadomymi, ktérymi sa sktadowe wektora wymusze
Uktad taki posiada rozwiazanie Zeli spetniony jest warunek podany w Twierdzeniu 22.2vo
liwoSE wyznaczenia wektorow sterowatakich aby przeprowadzaly uktadizg do zy = 0,
orzeka o sterowalrszi uktadu.

U

W przypadku ogo6lnym warunek Twierdzenia 22 nie jest waremkkoniecznym sterowal-
nosci. Jeeli macierzd(N) = 0, to przy pomocy zerowego ciagu wymufze, = u; = -+ - =
ux_1 = 0 mozna dany uktad sprowadzdo zera niezalmie od postaci macierzy sterowa&ui.

Warunek z Twierdzenia 22 nzoa uprécic w sposob analogiczny do Twierdzenia 19.

Twierdzenie 23 Uktad dany Definicja 12 jest sterowalny (W krokach), gdy spetniony jest

warunek:

rank(S;| =rank | B (A;+In)B (Aq+1In)?B ... (Ag+In)""'B |=N

gdzieS; jest macierza sterowaloi w postaci rownowanej pierwsze;.
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Dowdd:
Dowad jest identyczny z dowodem Twierdzenia 19.
]

Twierdzenie 24 Uklad dany Definicja 12 jest sterowalny (W krokach), gdy spetniony jest

warunek:

rank[Su]:rank[B A;B A2B ... AYT'B | =N

gdzieS;; jest macierza sterowalioi w postaci rownowanej drugie;.

Dowad:
Dowad jest identyczny z dowodem Twierdzenia 20.
U

Twierdzenie 25 Uktad dany Definicja 15 jest sterowalny (W krokach) wtedy, gdy spetniony

jest warunek:

rank| B ®Y(1)B ... ®'(N-1)B |=N

gdzied™ (k) jest macierza tranzycji uktadu dana réwnaniem 3.11.

Dowdd: Jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 22, w miefgge) nalezy podstawd
OY (k).
0

Przyktad 9 Sprawdzmy czy dana para macierzy,(B) uktadu jest sterowalna (osiagalna).

010
Ai=100 1|,B=|0]|,n=07

o

1 11 1
Rozwiazanie:

Wyznaczmy na poczatku potrzebne macierze trangytjii ¢(2)
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@(1)_Ad+1(?>_ 0 07 1
1 1 1.7
2
0.7 1 0
n o (N
22 = (e+ 1o - (5] =] 0 07 1
1 1 1.7
021 0 0 08 14 1
- 0 —0.21 0 = 1 18 24
0 0 —0.21 24 3.4 4.2

Macierz sterowalnsci (osiagalnéci) ma nastepujaca postac:

0 0 1
S=|B owB ®@B|=|0 1 24
1 1.7 4.2

rank S =3

dany uktad jest wiec sterowalny i osiagalny.

Stosujac Twierdzenie 23 otrzymujemy ten sam rezultat

0 0 1
rank | B (Ag+In)B (Aq+ In)?B } =rank | 0 1 24 | =3
1 1.7 3.89

3.3.3 Dekompozycja uktadu niesterowalnego (nieosiagalnego)

Ze wzgledu na to,z warunek sterowalrszi i osiagalnéci jest identyczny z analogicznymi
warunkami dla uktadéw catkowitego rzedu, uktad nieoalay (niesterowalny) nwemy zde-

komponow& w sposob analogiczny, jak uktady catkowitego rzedu.

Twierdzenie 26 Mozna znalezt taka macierz przeksztatcenia P, kt6re ndeénuje macierze

Ay 1 B w nastepujacy sposoéb:
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Ads Ads§
0 Agi

Ag=P P! B=P

)

B,
0
gdzie Ay, jest macierza poduktadu sterowalnegodg jest macierza podukfadu niestero-

walnego.

|

Dowadd:

Ze wzgledu na tozwarunek sterowalrszi (osiagalnsci), dany Twierdzeniami 20 i 24, jest
identycznym warunkiem jak dla uktadéw pierwszego rzeadwya@d twierdzenia jest identyczny
z dowodem Twierdzenia 5.8 z [85] str. 209.

U

3.3.4 Obserwowalngt

Definicja 28 Uktad dany Definicja 15 nazywamy obserwowalnym na przedzedsud: <
[0, k¢] wtedy i tylko wtedy, gdy, maze by€ jednoznacznie wyznaczony na podstawie dapych
lu, dlak € [0, k?f]

O

Twierdzenie 27 Uktad standardowy dany Definicja 12 jest obserwowalny (w Naezbkwtedy
i tylko wtedy, gdy

C
CP(1)
rank[O] = rank Co(2) =N (3.24)

CO(N —1)
gdzie N jest liczba réwnan stanu) jest macierza obserwowalgoi, a ®(j) jest macierza

tranzycji dla kroku; dana nastepujaca relacja:

P(k+1) = (Ag+ In)P(k) — Z(—l)j (?)@(k +1—7)

Dowdd:
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Rozwiazanie uktadu FOSS dane jest nastepujaco:

k—1

= ®(k)wo+ Yy _O(k—j—1)Buy

j=0
Wyznaczajac kolejne wardci odpowiedzi uktadu, otrzymujemy uktad réwna niewiado-

maxg

yo = Cxo+ Dug
y1 = C®(1)xg+ P(0)Bug + Duy
N-2
yn-1 = CP(N — 1)z + Z O(N —j—2)Buj + Duy_;
§=0

Mozna go zapisaw nastepujacy sposoéb:

C Yo
C‘I’(l) U1
Zo C(I)(Q) - Y2
i C(I)(N — 1) | i YN-—-1 |
D 0 0 0] w |
®(0)B D 0 0 Uy
— o(1)B ®(0)B D 0 Usy
CD(N — 2)B (N — S)B (N — 4)B ... D UN_1

Ten ukfad réwna ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rsped sa wa-
runki podane w 3.24.
U

Warunek ten mpemy uprécic analogicznie do warunku sterowaswi obserwowalngci.
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Twierdzenie 28 Uktad standardowy dany Definicja 12 jest obserwowalny (w Naecbkwtedy
I tylko wtedy, gdy

C
C(Ag+ In)
rank(Oz] =rank | C(A4+ In)? =N (3.25)

C(Ad + In)N_l

gdzieN jest liczba réwnah stanu, @7 jest macierza obserwowal&oi w postaci rownowane;j

pierwszej.

[ ]
Dowdd:

Korzystajac z Lematu 9 otrzymujemy

C
C(Ad + In)
rank Cl(Ag+ In)?* + fo1(Aq+ In) + faol] =N (3.26)

C[(Ad + In)N_l + fN71,N72<Ad + IH)N_Q +---+ fN*LO[]

Elementy macierzy z povagzego warunku nama otrzyma poprzez wykonanie dziga

elementarnych (na wierszach) na macierzy

C
C(Ad + In)
O(Ad + ]n)2 (327)

C(Ad + In)N_l
Dziatania elementarne nie zmieniaja rzedu macierzy, v@zku z tym spetnienie warunku
z Twierdzenia 27 jest rownoznaczne ze spetnieniem warurkuverdzenia 28.

U
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Twierdzenie 29 Uktad standardowy dany Definicja 12 jest obserwowalny (w Naecbkwtedy
I tylko wtedy, gdy

C
CAy
rank[Op] = rank |  CA? =N
CAN-1

gdzieN jestliczba rownan stanu,@z7 jest macierza obserwowal&oi w postaci rownowane;j
drugiej.

|

Dowod:

Korzystajac z Lematu 10 otrzymujemy

C
C(Ad + ]n)
rank | C[(Ag+ In)* + wo1(Ag+ In) + waol] | =N

C[(Ad + ]Tl)N_l + -+ wal,OI]

Elementy macierzy z povagzego warunku nama otrzyma poprzez wykonanie dzidlaele-

mentarnych (na wierszach) na macierzy:

C
C Ay
C A2

N—-1
I CA, |
Dziatania elementarne nie zmieniaja rzedu macierzy, vazku z tym spetnienie warunkow z
Twierdzeh 27 i 28 jest rGwnoznaczne ze spetnieniem warunku z Twiendz29.

U
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Twierdzenie 30 Uktad dany Definicja 15 jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gd

C
Co(1)
rank Cd(2) =N (3.28)

CO(N —1)

gdzie N jest liczba réwnah stand,j) jest macierza tranzycji dla kroky dana nastepujaca

relacja:
k+1 '
O(k+1) = (Ag+ T1)O(k) = > (=1 T;0(k+1 - j)
j=2
[ |
Dowadd: Jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 27, w miefgte) nalezy podstawnt
dY (k).
O

Przyktad 10 Sprawdzmy, czy dana para macierzy,(C) uktadu o rzedzie jest obserwowal-

na.

010
dg=loo01[.c=][100]n=07
1 11
Rozwiazanie:

Wyznaczmy na poczatku potrzebne macierze trankytjii ¢(2)

B2) = (Ag+1 (2’) )B(1) — (—1)21 (;’)

0.7 14 1
= 1 1.7 24
24 34 4.1
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Macierz obserwowalrgzi ma nastepujaca postac:

C 1 0 0
O=|Co(1) |=1]07 1 0
Cd(2) 0.7 14 1

rank O =3

dany ukfad jest wiec obserwowalny.

Stosujac Twierdzenie 28 otrzymujemy ten sam rezultat

C
rank | C(Ag+ In)
C(Aq+ In)?
1 0 O
=rank | 0.7 1 0| =3
049 14 1

Stosujac Twierdzenie 29 otrzymujemy ten sam rezultat

C 1 00
rank | CA; | =rank | 0 1 0 | =3
C’Ag 0 01

3.3.5 Dekompozycja uktadu nieobserwowalnego

Analogiczne do twierdzenia pokazanego w podrozdziale83@zemy sformutowa nastepu-

jace twierdzenie o dekompozycji uktadu nieobserwowabneg

Twierdzenie 31 Mozna znalez¢ taka macierz przeksztatcdnj&téra zdekomponuje macierze

Ag 1 C W nastepujacy sposob:

AdP[AdO ’ ]Pl, c=lc o|pP!
Aws Aus

gdzieA,, jest macierza podukfadu obserwowalnegol 3 jest macierza poduktadu nieob-

serwowalnego.
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Dowadd:

Ze wzgledu na to,zi warunek obserwowal$egi dany Twierdzeniem 29 jest identyczny wa-
runkiem dla uktadow pierwszego rzedu, dowdd twierdzeesh zatem identyczny z dowodem
Twierdzenia 5.9 z [85] str. 209.

U

3.4 Macierze transmitancji, postacie kanoniczne i réwnania

roznicowe uktadu DFOSS

W rozdziale tym przedstawione zostana inne formy opiswkidaych uktadéw utamkowego
rzedu, takie jak: transmitancaj i réwnanienicowe. W Podrozdziale 3.4.1 wprowadzony zo-
stanie transmitancja dyskretnego uktadu utamkowegarggdz definicjami biegundéw i biegu-
néw systemowych. W Podrozdziale 3.4.2 przedstawione stapie kanoniczne: regulatorowa
| obserwatorowa uktadu SISO opisanego w przestrzeni staaz zvodpowiadajaca im postacia
transmitanciji. W podrozdziale 3.4.3 przedstawione sgaois rowna réznicowych odpowia-
dajace danym postaciom transmitancji. Podrozdziat 3&zédstawia algorytmy sprowadzania

uktadu do postaci kanonicznej.

3.4.1 Macierze transmitancji ukladu DFOSS

Definicja 29 Transmitancja dyskretna (uktadu SISO) nazywamy nagieguelacja

Y(2)
U(z)

gdzieY (z) jest transformataZ sygnatu wygciowegol/(z) jest transformatgZ sygnatu wej-

G(z) =

Sciowego, przy zakeniu zerowych warunkéw poczatkowygh & 0 dla j < 0), (u; =
0 dla j < 0) i zerowych pozostatych vig).

Definicja 30 Macierz transmitancji dyskretnych dana jest relacja

Gi1(2) ... Guii(2)



gdzieG, ;(z) jest transmitancja pomigedzytym wegciem ij-tym wygciem uktadu, przy zate-
niu zerowych warunkow poczatkowyeh,(= 0 dla ! < 0), (u;; = 0 dla [ < 0) oraz zerowego

wymuszenia (odpowiedzi) na pozostatychsaieich (wygciach).

Transmitancja uktadu standardowego danego Definicja 12

Twierdzenie 32 Dla deterministycznego uktadu utamkowego rzedu danegezpiefinicje 12
transmitancja dana jest nastepujacym waeaiem (przy zakeniu zerowych warunkéw poczat-

kowych):

G(z) =CUI(z:A™z)) — A)'B+D

Dowadd:
Przedstawmy réwnania z Definicji 12 dokonujac ich transiaty Z przy zat@eniu zero-

wych warunkow poczatkowychr( = 0,y; = 0,u; = 0dla j <0).

2A™(2)X(z) = AqX(z2)+ BU(2) (3.29)
Y(2) = CX(z)+ DU(z) (3.30)

WyznaczajacX (z) z rbwnania (3.29)

X(z) = (I(zA"(2)) — Ag) ' B

i podstawiajac do réwnania (3.30), otrzymujemy

G(z) = C(I(2A™(2)) — A) "B+ D
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Przyktad 11 Dany jest uklad nastepujacymi macierzami:

1 2 10
Ad = ,B: )

3 4 0 1

2 3 0 0

1 2 0 0

0 rzedzie rownym.

Macierz transmitancji tego uktadu wyznaczona zostaniegpagico:

G(z) = CI(2A™z2))—Ag)'B+D

R 2 G - 1o Lo
12 3 ZA™(z) —4 01 00

B 1 2 3 2A"(z) — 4 -2
CO22A(2) —B5zAM2) —2 | | o

22027 (2)—5zA"(2)—2  22A27(2)—5zA"(z)—2
2A™(2)+2 22A"(z)
22A27(2)—5zAn(2)—2  22A27(z2)—5zA"(2)—2

[ 2zA"(z)+1 3zA™(2)+1

O

Transmitancja jest wiec funkcja zmienngjco mazna zapisa jako:

G(z) = 12

gdziel(z) jest funkcja licznika transmitanciji,xa(z) funkcja mianownika transmitancji.

Dla uktadu danego Definicja 12 maksymalny st@ppotegi zmiennep zawartej w tych
funkcjach zaley od chwili %, dla ktérej uktad jest rozpatrywany i $oie do nieskbczondci,
gdy czas ukfadu @nie do nieskbczondci.

Dla uktadu danego Definicja 23 stopig/ch poteg zaltey od diugaci implementacji danego
uktadu L (patrz Definicja 22).

Definicja 31 Biegunami danej implementacji uktadu, w skrécie biegunakfadu, nazywamy

miejsca zerowe funkcji mianownika transmitangjiz) ze wzgledu na zmienna

Definicja 32 Zerami danej implementacji uktadu, w skrécie zerami ukjaizywamy miejsca

zerowe funkciji licznika transmitandjiz) ze wzgledu na zmienna
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Ze wzgledu na to,z liczba biegunéw i zer danej realizacji zayeod dtugci realizaciji,
znacznie prostszym w zapisie i analizie p&@dem jest podégie wykorzystujace operator
2A"(2).

Definicja 33 OperatorzA"(z) zdefiniowany jest nastepujaca relacja:
k+1 n
zA"(z2) = (—1)j< ,)Z‘jJrl
Twierdzenie 33 OperatorzA"(z) posiada nastepujace wiassm:

a) Jest liniowy
azA"(z) + bzA"(z) = (a + b)zA"(2)

b) Spetnia prawo wyktadnikow:

2A™M(2)2zA™(2) = Z2AMT2 ()

Dowdd czéci a):

azA"(2) + bzAMz) = a%(_l)j (?) A bi(_l)j (7;) i+

J=0

= (a+b) ki(—l)j (”) 27 = (a+b)2A(2)

i J

Dowdd czéci b):

2AM (2)2A™(2) = ki(—l)j<n~1) ji(_l)z(n;)z_m

j=0 J =0
k+2 4+ n
= Z(_l)J< 1 ‘ 2) LI+l Z2A”1+n2(2)
, J
7=0

D

Mozemy teraz przedsta@transmitancje jako iloraz dwéch wielomianéw operataté ( 2)

JAR()) — I(zA™(2)) _ (zA™(2) = A1) (2A™(2) — Ap2) .. (2A™(2) — Mp.v,)
G=A"(2)) m(zA"(z))  (2A"(z2) — Aa1)(2A™(2) — Aa2) - .- (2A™(2) — Aan,)
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gdzie I(zA"(z)) jest wielomianem licznikam(zA™(z)) jest wielomianem mianownika,
obydwa wielomiany sa wielomianami operatorA™(z). N, natomiast jest liczba zer syste-

mowych\ ;, a N, jest liczba biegunow systemowya ;.

Definicja 34 Biegunami systemowyrnj, ; uktadu nazywamy miejsca zerowe wielomianu mia-

nownika transmitancjin(zA"(z)) ze wzgledu na operataA™(z).

Definicja 35 Zerami systemowym\, ; uktadu nazywamy miejsca zerowe wielomianu licznika

transmitancjil(zA"(z)) ze wzgledu na operataA™(z).

Zaleznost pomiedzy biegunami a biegunami systemowymi uktadu DFOSS

W podrozdziale tym, przyayciu poje& biegunéw uktadu (Definicja 31) i biegunéw systemo-
wych uktadu (Definicja 34), przedstawiona zostanie anakkacji pomiedzy tymi dwoma po-
jeciami dla uktadu standardowego.

Transmitancje uktadu standardowegozemy roztayc na utamki proste, otrzymujac na-

stepujaca zalnacse:

G(ZAH(Z» = Z Z (zA"(ZQ)UJ— )\a,j)r

j=1 r=1
gdziew; sa wspotczynnikami uzyskanymi z rozktadu transmitanajufamki prostep jest

liczba biegunow systemowych,& krotndscia j-tego bieguna. Ze wzgledu na liniogmod-

wrotnej transformatyz —! kazdemu modowim tak zapisanej transmitancji odpowiada

jeden niezaleny od innych mod odpowiedﬂ*l[mU(z)}.

Wezmy wiec transmitancje zawierajaca jeden mod,ndalegun systemowy, ; i L odpo-
wiadajacych mu biegunéw uktadu (w liczbie zatej od dtugéci implementacji uktadu).
1 1

N W v P

Na Rys. 3.20 przedstawione sa prdoia biegunéw uktadu dla zéych wart&ci bieguna

systemowego\,; = —1,—0.05,0.05,0.5,1 dla rzedu uktadu réwnega = 0.5. Jak ma-
na zaobserwowa zmiana wartsci bieguna systemowego powodujemé zmiane potzenia
wszystkich biegunéw uktadu, w szczeg&hooza dwza zmiane poteenia bieguna o najwigk-
szej wart&ci czgci rzeczywiste;.

Na Rys. 3.21 przedstawione sa podnia biegunéw uktadu dla zaych wart&ci bieguna

systemowega\, ; = —0.5,—0.05,0,0.05,0.5 dla rzedu uktadu réwnego = 1.8. Jak mana
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——okrag jednostkowy
. Z ==
1
+ 21:—0.05
* Zl=0.05
O 21:0.5
o 21:1

—okrag jednostkowy
21=—0.5

+ 21:—0.05
* 21=_0

o 21:0.05
o 21:0.5

Rysunek 3.21: Zalnost pomigdzy biegunami a biegunami systemowymi uktadudia 1.8

zaobserwow@, podobnie jak dla poprzedniego przyktadu, zmiana véaitbieguna systemo-
wego powoduje rna zmiane poteenia wszystkich biegunéw uktadu. W szczeg@tiaz s

powoduje dua zmiane potpenia dwoch biegunéw o najwiekszej watbczesci rzeczywistej.
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Transmitancja uktadu uogolnionego danego Definicja 15

Twierdzenie 34 Dla deterministycznego uogélnionego uktadu utamkowegduzianego przez

definicje 15 transmitancja dana jest wyeniem

G(z) = C(I(2A"(2)) — Ag) 'B+D

Dowdd:

Przedstawmy wiec réwnania z Definicji 15, dokonujac idnsformatyZ przy zat@eniu

zerowych warunkow poczatkowych (= 0,y; = 0,u; = 0dla j <0).

2AY(2)X(2) = AsX(2) + BU(2) (3.31)
Y(2) = CX(z2)+ DU(z) (3.32)

gdziezAT jest traktowane jako wielomian zmiennejowny

k+1

2AY(2) = Z(—l)j“sz_jJrl

J=0

WyznaczajacX (z) z réwnania 3.31

X(2) = (I(2AY(2)) — Ay)"'B

i podstawiajac do réwnania 3.32, otrzymujemy

G(z) = C(I(zA%(2)) — Ag) "B+ D

O

Przyktad 12 Dany jest uktad z nastepujacymi macierzami:

1 2 10
Ad = 7B: 3
3 4 0 1
2 3 00 n
C — 7D: 7'/\/’: !
1 2 0 0 N9



Macierz transmitancji tego uktadu wyznaczona zostaniegpagico:

G(z) = CU(zAY(2))—A)'B+D

2 3 ZA™M(z) — 1 10 0
1 2 -3 ZA™(z) — 0 1 0
1 [ 2 3 ZA™(z) — 4 2
ZAa(z) —aAn() AN () -2 | 1 g 3 A -1
1 22A"2(z) +1 3zA™(z)+1
zAMF2(2) — 2Ar2(2) — 4zAM (z) — 2 2A™(2) +2  22A™(2)

0
Transmitancja jest wiec tak samo jak w przypadku transmjtala uktadu danego Definicja

12 funkcja zmiennej :

Gz = L&)

Dla Definicji 15 stopi@ tych funkcji (najwyzsza potega zmiennej zalezy od chwili &, dla
ktorej uktad jest rozpatrywany i smie do nieskbczondci, gdy czas uktadu gmie do niesko-
CZonGsci.

Dla Definicji 24 stopi@ tych funkcji zaley od dtugdci implementacji danego uktadu
(patrz Definicja 22).

Definicje biegunéw i zer uktadu danego Definicja 15 sa igeme do Definicji 31 i 32.

Uzywajac operatoraA™(z) mozemy transmitancje zapisgako

(zA™(2), zA™2(2),...,zA™ (2))

G(ZAm(z),ZA"?(z),...,ZA"N(Z)) = m(zA”l(z) ZATLQ(Z) ZA”N(z))

lub w skrécie

[(zAY(2))
m(zAY(z))

gdziezAY(z) dana jest jako macierz diagonalna operatordw ( z)

G=A"(2)) =

SAT(2) = ding [ 2AM () 2A™(2) ... 2A™(2) ]
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Transmitancja ta jest wiec funkcjg operatoréwz A" (z), dlatego te definicje zer syste-
mowych i biegunéw systemowych danych przez Definicje 35 i i@dnmaja w tym przypadku

zastosowania.

3.4.2 Postacie kanoniczne
Posta kanoniczna regulatorowa

Post& kanoniczna regulatorowa jest identyczna z postacidatmowa uktadow catkowitego
rzedu. Jest on szczegolnieywieczna przy projektowaniu regulatoréw od stanu (patrzoRiak
6.1.1).

Definicja 36 Postacia regulatorowa uktadu SISO nazywamy nastepujagcierze:

- - 0
0 1 0o ... 0
0
Ad - 7B =
0 0 0 1
0
—Gp —aip —as —aN-1
- - 1
C = bo bl R bel

Twierdzenie 35 Dla uktadu uogdlnionego danego Definicja 15 w postaci kacwrej regula-

torowej transmitancja ma nastepujaca postac:

by_12V AN -1 (2) 4 - b 2 AT (2) + by

G(zAY = A
AT = AR by AT £t AT T
gdzie
Wy = m+ s+ ny (3-33)
[ |
Dowdd:

Uwzgledniajacze zA™(z) jest funkcja skalarna, przez analogie do tradycyjnykladow

pierwszego rzedu nzma zapisa, ze
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T, " 1, Cadj(IzAY(z) — Ay)B
G(zA(2)) =C(IzA" (2) — Ag) B = det(T2AT(2) — Ay)

Rozwijajac wyznacznik macierzyf z:A¥ (z) — A,;) wzgledem jejn-tego wiersza otrzymu-
jemy [85, str. 222]

2A™ (z) -1 0o ... 0 0
0 zA™(z) —1 ... 0 0
det(IzAY(2) — Ay) =
0 0 0 ... zA™-1(z) —1
ao a; as ... an—_o ZA"™ (2) +ay_q

= ZNAW(2) +an_12A™-1(2) 4 - 4+ a1 2A™(2) + ag

Biorac pod uwageze

1
2AM (2
adj(IzAY (2) — Ag)B = , ()
ZA"N-1(2)
otrzymujemy,
G(2) by 12N LA (2) - 4 by ZAM(2) + by
Z = * *
NAM (2) + an— 12V TTA™-1(2) 4 - 4 a12AM(2) + ag
gdzie
Wy = +ng+ o+ ny (3.34)

]

Twierdzenie 36 Dla ukfadu standardowego danego Definicja 12 w postaci kaozoej regu-

latorowej transmitancja ma nastepujaca postac:

G(z) = C(zA™(2)) — Ay 'B+ D
by—12VTTAMNTD(2) 4 -+ by 2A"(2) + b
ZNAMN) (2) + ay 1 2ZNTAMN=D(2) + -+ 4 a1 2A7(2) + ag
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Dowdd:

Uktad standardowy dany Definicja 12 jest szczegdlnym paigeem uktadu uogolnionego,

dla ktorego:
n, =In gdzie (=1,2,...,N (3.35)
Otrzymujemy wtedy
G( ) - bN_lszlAn(Nfl) (Z) + .-+ blen(Z) —+ b()
= 2NAMN) (2) + ay_12NTAPMN=D(2) + -+ 4+ a1 2A"(2) + ag
U

Postec kanoniczna obserwatorowa

Post& kanoniczna obserwatorowa jest identyczna z postaciarelsorowa uktadéw catko-
witego rzedu. Jest ona szczegoélnigyieczna przy projektowaniu obserwatoréw stanu (patrz

Rozdziat 5.1).

Definicja 37 Postacia obserwatorowa uktadu SISO nazywamy nastepyjastacie macierzy:

-O 0 ... 0 —a ] i bo ]
A, — 10 ... 0 —a B- b1
I 00 ... 1 —an_1 | I by_1 |
C=100 ... 1]

Twierdzenie 37 Dla uktadu uogolnionego danego Definicja 15 w postaci kacwrej obser-

watorowej transmitancja ma nastgpujaca postac:

b 12NN () £ baAT() by
ZNA(2) + an- 12N LA -1(2) + -+ a1 2AM(2) + ag

G(zAY(2)) =

gdzie

n}‘\,:nl—l—ng—k---—l—m\f (336)
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Dowadd:

Uwzgledniajacze A" (z) jest funkcja skalarna, przez analogie do tradycyjnykladow
pierwszego rzedu nzma zapise, ze
AT (2)) = C(I2A7 (2) — Ag) B = Cddigiﬁi Y

Rozwijajac wyznacznik macierzy zAY (z) — A,) wzgledem jej.-tego wiersza, otrzymu-
jemy [85, str. 222]

ZA™(2) -1 0 ... 0 0
0 ZA™(z) —1 ... 0 0
det(IzAY(2) — Ay) =
0 0 0 ... zA™-1(z) -1
ag a; as ... an—_9 ZA™ (2) +ay_q

= VAW (2) 4 an_12A™V-1(2) + -+ arzA™(2) 4 ag

Biorac pod uwageze

adjC(IzAY(2) — Ag) = | 1 2A"(z) ... 2A"v-1(z)

otrzymujemy,

bN_lzNilAn}ﬁ\’—l(Z) + .-+ blenI(Z) —+ bQ
NAN (2) + ay_ 12N TTAW-1(2) + - 4 ag 2AM (2) + ag

G(z) =

n}‘V:n1+n2+---+nN (337)

Twierdzenie 38 Dla uktadu standardowego danego Definicja 12 w postaci karzowej obser-

watorowej transmitancja ma nastepujaca postac:

G(z) = C(zA™(2)) — Ay 'B+ D
by-12VTTAMNTD(2) 4 -+ by 2A(2) + b
ZNAMN) (2) + ay 1 2ZNTAMN=D(2) + -+ 4 a1 2A7(2) + ag
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Dowdd:

Uktad standardowy dany Definicja 12 jest szczegdlnym paigeem uktadu uogolnionego,

dla ktorego:
n, =In gdzie (=1,2,...,N (3.38)
Otrzymujemy wtedy
Glo) - by_12NTEAPN D () o b 2 AM(2) + by
 ZNAM(2) + a1 ZNTIAMN =D (2) 4 - a1 2A(2) + ag
U

3.4.3 Roéwnania r&nicowe

Roéwnania ranicowe uktadu standardowego, jak i uogélnionego wyriksgzp&rednio z po-

staci transmitanciji.

Twierdzenie 39 Dla uogdlnionego uktadu utamkowego rzedu danego przezdciefitb danego
w postaci kanonicznej regulatorowej lub obserwatorowej, rén@adznicowe odpowiadajace

takiemu uktadowi jest okatone nastepujaca zaledscia:

A"y, + an 1 AMN 1y e+ agyen = (3.39)

belAnR’—lukfl + -+ bouk,N

gdzie
n}‘\,:nl—kng—k---—l—m\z (340)

Dowad:
Transmitancja uktadu w postaci kanonicznej regulatordulejobserwatorowej jest naste-

pujaca:

(o) = by 12V TLAN-1(2) 4 - 4 b 2 A (2) + by
B ZNAW(2) 4 -+ + a1 2AM (2) + ag

gdzie
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ny=n1+ny+---+ny (3.41)

co mazna zapisajako

(by_1 2V TPAMN-1(2) 4 - b 2 AT (2) 4 bo)U(2)

= (VAN (2) -+ a12AM(2) + )Y (2)

Uzywajac odwrotnej transformatg, przy zat@eniu zerowych warunkéw poczatkowych,

wynikajacych z definicji transmitancji, otrzymujemy:

Anj;vyk + aNflAnjv_lykfl + -+ ayYr-N =

bN_lAn?Vfluk_l + -+ boug_n

g

Twierdzenie 40 Dla deterministycznego uktadu utamkowego rzedu danegez mefinicje 12,

rownanie r@nicowe odpowiadajace takiemu uktadowi jest 8lare nastepujaca zanedkca:

ANy an ANyt agyey =

bN_lA(N_l)nUk_l + -+ bouk_N

Dowdd:
Uktad standardowy dany Definicja 12 jest szczegoinym paygem uktadu uogolnionego,
dla ktérego:

n, =In gdzie (=1,2,...,N (3.42)

Otrzymujemy wiec:

ANy bay (AN agye Ny =

by A AV e by

99



3.4.4 Wyznaczanie macierzy przeksztalcenia na podstawie macierzy ste

rowalnosci lub obserwowalnaci

Niech bedzie dany dyskretny ukiad utamkowego rzedu o anyieh stanur,. Niech bedzie
dany take odpowiadajacy mu uktad w innej postaci (wygodniejspejkanonicznej), o zmien-
nych stanu oznaczonych jakp. Nieznana jest natomiast macidrzzadajaca nastepujace prze-

ksztatcenie pomiedzy tymi dwoma uktadagi= Pxy.

Lemat 11 Zalezngs¢ pomiedzy macierzami tranzycji uktadéw o zmiennyatusta i z;, dana
jest nastepujaco:

(k) =P 'd, (k)P

gdzied, (k) i ¢, (k) sa macierzami tranzycji odpowiednio uktadéwi z, w chwili k.

Dowdd:

Rozwiazanie obydwu uktadéw dia, = 0 jest dane nastepujacymi zalesciami:

xp = D, (k)xg

2l = (I)ZUf)ZO

Podstawiajac do povagzego rownania przeksztatcenie zadawane przez maejestrzy-

mujemy

P.?L'k = q)z(k'>P.I'0

co mazemy przeksztat€ido nastepujacej postaci:

P, (k)xo = &, (k) Pag

a nastepnie

®,(k)xo = P~'®,(k)Pxg

co daje relacje ok&ona Lematem 11.
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Twierdzenie 41 Macierz przeksztatceni& pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiedniozy, z; dana jest nastepujaca relacja:

P=25.5"

gdzieS, jest macierza sterowal®oi ukladu o zmiennych stany, a S, jest macierza ste-

rowalnasci uktadu o zmiennych stany.
Dowaod: Dowdd jest analogiczny do pokazanego w [85].

Macierz sterowalngci uktaduz; rowna jest

Sm:[B o, (1)B ... Cbx(n—l)B]

Macierz sterowalngci uktaduz;, natomiast réwna jest

Sz:[PB .(1)PB ... <1>Z(n—1)PB}

Korzystajac z Lematu 11 otrzymujemy

S. = | PB P®,)P'PB ... P3,(n—1)P'PB |
- | PB PO,)B ... PO, (n-1)B |
_ ps,

co daje nastepujaca relacje:

S, =PS,

Z relacji tej mazemy wyznacz§ macierz przeksztatcenid w sposéb dany Twierdzeniem
41

P=25.5"1
U
Przyktad 13 Wyznaczy€ macierz przeksztatcenia danego uktadu dogpdstaonicznej regu-

latorowe;j

Uktad dany jest nastepujaco:
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24 28 —02 0
Ag=1| -18 =16 04 |,B=1|0|,n=07
25 1.5 —1 1
C = [ 13 16 1 ]

Macierz sterowalnsci tego uktadu réwna jest

0 —-0.2 0.56
S:=10 04 -0.12
1 =03 04

Transmitancja uktadu jest nastepujaca:

222A%(2) + 32A"(2) + 1
23A3(2) 4+ 0.222A27(2) + 0.3zA"(z) + 0.1
Uktad w postaci kanonicznej regulatorowej jest wiec w naisfgcej postaci:

G(=A"(2)) =

0 1 0 0
A, = 0 0 1 |,B=|o|.,n=07
0.1 —0.3 —0.2 1
C' = [2 3 1]

Macierz sterowalnsci uktadu w postaci kanonicznej regulatorowej rowna jest

0 0 1
Sp=10 1 12
1 05 0.16

Macierz przeksztatcenia otrzymujemy nastepujaco:

2 1 0
P=5S.5'=13 4 0
0 2 1

Analogiczne do Twierdzenia 41 moa zdefiniowa twierdzenia dla postaci rownoamych

macierzy sterowalrgzi.
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Lemat 12 Zachodzi nastepujaca relacja:

(PAGP™' + In)* = P(Aq + In)" P!

|
Dowad:
(PAP ™+ In)" = (PAP' + PInP ') = (P(Ag+ In)P~1)F
= P(Aq+ In)P'P(Ag+In)P~' ... P(Ay+ In)P~*
= P(Ag+ In)*pP~!
O

Twierdzenie 42 Macierz przeksztatceniB pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiedniozy, z;, dana jest nastepujaca relacja:

P=S;.5,

gdzieS; . jest macierza sterowali$oi w postaci rbwnowanej pierwszej uktadu o zmiennych

stanuzy, a Sy, jest macierza sterowali$ai uktadu o zmiennych stany.

[ |
Dowdd:

Macierz sterowalngci w postaci rownowanej pierwszej uktadu;, réwna jest

Sta=| B (Ag+ImB ... (Ag+In)¥"'B |

uktaduz;, natomiast rowna jest

Sp-=| PB (Ay+I)PB ... (A;+)¥'PB |

Korzystajac z Lematu 12 otrzymujemy

Si= = | PB P(Ag+ I)P'PB ... P(A,+In)>'P'PB |
— | PB P(A;+In)B ... P(As+In)¥"'B |
= PSI,J:
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co daje nastepujaca relacje:

P = SLZS;;

O

Twierdzenie 43 Macierz przeksztatceni& pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiedniozy, z; dana jest nastepujaca relacja:

—1
P = SH,ZSH,;E

gdzieS;; . jest macierza sterowal$ai w postaci rownowanej drugiej uktadu o zmiennych
stanuzy, a S; . jest macierza sterowali$oi w postaci rownowanej drugiej uktadu o zmien-

nych stanw;,.

[
Dowadd: Dowdd jest analogiczny do pokazanego w [85].

Biorac pod uwageze (PA;P~1)* = PAXP~!

otrzymujemy
Su. = | PB PAP'PB ... PAY'PPB |
= [PB PA4B ... PA;HB}
= PS]I,LE

co daje nastepujaca relacje:

_ -1
P = SIIvZSII,:E

O

Twierdzenie 44 Macierz przeksztatceniB pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiednioz,, z, dana jest nastepujaca relacja:

P=0.'0,

gdzieO, jest macierza obserwowalgoi uktadu o zmiennych stany, a O, jest macierza

obserwowalnéci uktadu o zmiennych stany.
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Dowdd:

Macierz obserwowalriei uktaduzx;, rowna jest

ukidu z;, natomiast rowna jest

cp!
CP19.(1)
0. = CP_ICI)Z(2)

CP~1®,(N —1)

Korzystajac z Lematu 11 otrzymujemy

cp!
CP~'Po,(1)P!
0. = CP ' P, (2)P!

CP~1P®, (N —1)P!
- 0P

co daje nastepujaca relacje:

0,=0.,P

Z relacji tej ma@emy wyznacz§ macierz przeksztatcenid w sposéb dany Twierdzeniem
44

P=0.'0,

105



Przyktad 14 Wyznaczy€ macierz przeksztatcenia danego uktadu dogy&staonicznej obser-
watorowej

Uktad dany jest nastepujaco:

—0.4000 —0.2400 —0.0200 1
As= | 0.8000 0.2800 —0.0600 | ,B=1|0|,n=0.7
1.4000  3.0400 —0.0800 1
C= [ 0 0 1}

Macierz obserwowalrszi tego uktadu rowna jest

0 2.0000 1.0000
O, = | 3.0000 5.0000 0.5000

5.6000 5.9100 0.0550
Transmitancja ukfadu jest nastepujaca:

222N (2) + 3zA"(2) + 1
23A3(2) 4+ 0.222A%7(z) + 0.3zA"(2) 4+ 0.1
Uktad w postaci kanonicznej regulatorowej jest wiec w naisjgcej postaci:

G(2A"(2)) =

0 0 —0.1000 2
Ai=11 0 —-03000 | ,B=1|3|,n=0T7
0 1 —0.2000 1
Cz[o 0 1}

Macierz obserwowalrgzi uktadu w postaci kanonicznej obserwatorowej rowna jest

0 0 1
O,=|0 1 05
1 1.2 0.055

Macierz przeksztatcenia otrzymujemy nastepujaco:

21 0
P=0'0,=13 4 0
02 1
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Analogicznie do Twierdzenia 44 mpa zdefiniowa twierdzenia dla postaci rownowamych

macierzy obserwowalrsgi.

Twierdzenie 45 Macierz przeksztatceniB pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiedniozy, z;, dana jest nastepujaca relacja:

P =010,

gdzieO, , jest macierza obserwowalgoi w postaci rownowanej pierwszej uktadu o zmien-
nych stanuz,, a Oy . jest macierza obserwowalBo w postaci rownowanej pierwszej uktadu

0 zmiennych stan,.

[
Dowad:
Korzystajac z Lematu 12 otrzymujemy
| cp-! ]
CP'P(Ay— In)P™!
Ol,z = CP_IP(Ad — [TL)QP_l
CP1P(Ay — In)N-1p-1
= O[,xpil
co daje nastepujaca relacje:
P = O;iOLx
O

Twierdzenie 46 Macierz przeksztatceni& pomiedzy dwoma uktadami o zmiennych stanu od-

powiedniozy, z; dana jest nastepujaca relacja:

—1
P = On,zoll,x

gdzieOy . jest macierza obserwowalgol w postaci rownowanej drugiej uktadu o zmien-
nych stanuc, a Oy, . jest macierza obserwowal&oi w postaci rownowanej drugiej uktadu o

zmiennych stang,.
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Dowdd:
Biorac pod uwageze (PA;P~1)F = PAXP~!

otrzymujemy

Ccp!
CP'PA,P!
O, = cr-ipAip-!

CP'PAY— P!
= Oll,xpil

co daje nastepujaca relacje:

-1
P = OU,zOH,x

3.5 Podsumowanie

W rozdziale 3 wprowadzony zostat liniowy dyskretny uktachdgniczny utamkowego rzedu
opisany w przestrzeni stanu. Na podstawie tego uog6Inzastaly take wprowadzone uktady
stochastyczne i nieliniowe utamkowego rzedu opisane wgirzeni stanu. Dla liniowego, de-
terministycznego uktadu utamkowego rzedu zostaty posearenki konieczne i wystarczajace
osiagaln@&ci i obserwowalnsci, oraz warunki wystarczajace sterowdoipwraz z rownowza
nymi (prostszymi) ich postaciami. Druga réwnama posta tych warunkéw jest identyczna z
odpowiednimi warunkami dla uktadéw catkowitego (pierwgagrzedu. Identyczrsg ta impli-
kuje mazliwo&t bezpéredniego stosowania do dyskretnych uktadéw utamkoweggurzakich
algorytmow, jak przesuwanie biegundéw, wzér Ackerman’a itd

Przedstawione kryterium stabileci maze byc w prosty sposébayte na przyktad przy pro-
jektowaniu regulatora od stanu stabilizujacego danyldlrigestabilny oraz przy projektowaniu
obserwatora.

Na szczegblna uwage zastuguje otrzymana gostnsmitancyjna i réwnanie zaicowe.

Jest ona rdna od tej, ktéra zwyczajowo przyjeto w literaturze (npl11]). Wprowadzona dla
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catkowitego rzedu postaz przesunieciem czasu wardicach) jest rownowana z postacia tra-
dycyjna, r@&nica pojawia sie przy utamkowym rzedzie. Nowa postaydaje sie bg bardziej

czytelna, gdy jest analogiczna do postaci transmitancji ciagtej.
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Rozdziat 4

ldentyfikacja i modelowanie uktadow

dynamicznych utamkowego rzedu

W rozdziale tym zostana zaprezentowane wybrane metoawyifilkacji dyskretnych uktadéw
utamkowego rzedu. W podrozdziale 4.1 przedstawione nasteybrane metody identyfikacji
parametrycznej wraz z przyktadami identyfikacji uktadovekhgtnych. W podrozdziale 4.2 na-
tomiast przedstawione sa przyktady identyfikacji uktagiakatetnego na podstawie odpowiedzi

uktadu ciagtego.

4.1 ldentyfikacja parametryczna

W podrozdziale tym zostana opisane wybrane metody idéaigjfiparametrycznej dla uktadow
utamkowego rzedu. Na poczatku zostanie zaprezentowatada najmniejszych kwadratow
wraz z przyktadem identyfikacji uktadow dyskretnych detigistycznych i stochastycznych.
Nastepnie zostanie przedstawione rozszerzenie tej metoekurencyjna metoda najmniej-
szych kwardatow, wraz z przyktadem identyfikacji dyskretnyktadow deterministycznych
I stochastycznych utamkowego rzedu. Nastepnie zogtadane przykitady identyfikacji (mo-
delowania) uktadéw ciagtych modelem dyskretnym. Przgictée obrazuja take maliwosci

modelowania (odwzorowywania) uktadow ciagtych utamkgeezedu przez uktady dyskret-

ne, take rzedu utamkowego.

4.1.1 Metoda najmniejszych kwadratow

Réwnanie (3.39) mzemy przedstawiw postaci
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An%yk = —GNflAnjvflykf1 — = aoYk-nN + (4.1)

by 1 AN 1w g+ oy

wprowadzajac nastepujace oznaczenia:

oy = [ A"y o —yeen
A”R—luk_l .. Ug—N ]
T
0 = [(INfl ... Qo bel bo]

Vi = [ aniy, |

gdzieyy i Y, sa wektorami danych,awektorem identyfikowanych parametréw, dostajemy

Y = 10 (4.2)

Przy wigkszej liczbie danych nparametréw otrzymujemy nastepujacy nadéloey uktad

rownan:
Y3 o1
Y T
=7 e (4.3)
ROINE N
ktéry mazna zapisa jako
Y =70 (4.4)
gdzie
Vi o]
T
RN | Pk |

Btad rozwiazania takiego uktadu réwmakreslony jest jako wektor btedow rownadla

poszczegoélnych chwil czasu
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€1

gdzie

=Y, —¢r0

Estymatord metody najmniejszych kwadratéw wyznaczany jest jako wektimimalizuja-
cy nastepujaca funkcje celu [200]:

V(f) = e? = %6T€ (4.5)

J=1

N | —

Gdy macierzp” ¢ jest dodatnio okr&ona, to funkcja strat’ (¢) ma jednoznaczne minimum
dla (patrz [200] str. 92)

0 = goTY (4.6)
gdzie o' oznacza pseudoodwrosiomacierzyy, ktéra mana wyznacz§ w nastgpujacy

sposob:

o' = (T ) T

Przyktad 15 Identyfikacja dyskretnego uktadu utamkowego rzedu bep ekt

Dany jest ukfad okrgony nastepujacymi macierzami:

gdzie
ag = 005, ay = 02, bo = 03, b1 = 02, ny = 0.6,71,2 =14
Roéwnanie ranicowe takiego uktadu jest nastepujace:

A2y 4+ ar A"y + aYr—2 = bi A ug_q + boup_o
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Wektory danych sa zdefiniowane nastepujaco:

Y

o

sygnal wejsciowy

- Wyjscie ukladu identyfikowanego
—— wyjscie modelu zidentyfikowanego

_6 1 1 1
0 10 20 30

Rysunek 4.1: Odpowiedz na sygnat prostokatny uktadu oetestycznego i modelu zidentyfi-

kowanego (sygnaty pokrywaja sie)

40

L
50
czas [s]

60 70 80 90 100

Nastepnie na podstawie tej odpowiedzi tworzymy macigrze.

Na podstawie tych macierzy wyznaczamy wektor parameétrdewzgledu na tozimacierz

o' v jest macierza dodatnio ok&ona, rozwiazujemy uktad réwnah = o’ przez wyznacze-

nie pseudoodwrotriei macierzyp.

Otrzymany wektor parametréw jest nastepujacy:

ai

[ 0.2000
0.0500
0.2000

| 0.3000
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Ze wzgledu na brak zaktdceh wyniki sa identyczne z rzedyywijsa odpowiedzi uktadu

danego i zidentyfikowanego, pokazane na rysunku 4.1, pokasia@okiadnie.

Przyktad 16 Wezmy uktad stochastyczny dany macierzami z przyktadudibamaktoceniami
0.0011 0

0 0.0011

o wariancjach réwnych E7v] = 0.0014 i E[w’w] =

- Wyjscie ukladu identyfikowanego
——wyjscie modelu zidentyfikowanego
------ sygnal wejsciowy

-6 ! ! ! !
0 10 20 30 40

L
50
czas [s]

60 70 80 90 100

Rysunek 4.2: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu stoghasego i modelu zidentyfiko-

wanego

W wyniku analogicznych dziatah, jak w przyktadzie 15, otraiyo nastepujace wyniki iden-

tyfikacji:
ay 0.2101
0 aop 0.0535
b1 0.1894
bo 0.3214

Wynik identyfikacji pokazany jest na rysunku 4.2.

Sredniokwadratowy btad rozwiazania réwnania jest nastgpy]

€ =

=

k
> ;= 0.0070
j=1
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a Sredniokwadratowy btad odpowiedzi uktadu rowny jest

k
Z Y — Jr)% = 0.0086

wlf—‘

Jak widat, zaprezentowany algorytm identyfikacji jestalway na zakiocenia.

4.1.2 Rekurencyjna metoda najmniejszych kwadratow

Estymator parametréw, przedstawiony w rozdziale 4.1.1zmagrzedstawi w nastepujace;

postaci:

k “lrg
0, = [Z W?] [Z ;Y
=1 j=1

Oznaczmy

|2

Mozemy to wyraenie zapisaw postaci rekurencyjnej

+ oot = P24 4 opor 4.7)

k—1
Pt = [Z 0]

J=1

Podstawiajac to rekurencyjne wyenie do réwnania estymacji otrzymujemy

Z%

Uzywajac lematu o odwrotrsei macierzy (ang. Matrix Inversion Lemma), réwnanie 4.7

Pk Pk 19k 1—|—s0kYk] = Or—1 + Pripy, [Yk—SOkek 1]

mozna przedstaviiw postaci

Pr 1011 P19k _ By
1+ ol Peo1r 1+ ol Peoign
Algorytm rekurencyjny metody najmniejszych kwadratéwana zapisaw postaci naste-

Po=Po1 =

pujacej definiciji:

Definicja 38 Rekurencyjny estymator metody najmniejszych kwadratowldéaléw utamko-

wego rzedu ma postac:
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Ok = Ok—1 + Pror, [Yi — 4 Or—1]
gdzie

_ P10k
1+ ¢l P 1k

przy warunkach poczatkowyéhi F.
O

Py

Przyktad 17 Dany jest uktad taki, jak w przyktadzie 15.

Przyjmijmy wart&ci poczatkowe algorytmu jako:

0o

1
o [@») o
>
1
1
[u—
o
o
[@»)

0

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy modelréyisk

“[!

C = [0.29994 0.19995},D:[0]

0 1
Ag =
|: —0.049992 —0.19997

Wyniki estymacji parametrow przedstawione sa na Rys. 4o®iedz ukfadu zidentyfiko-
wanego poréwnana jest z odpowiedzia uktadu danego na Rys. 4.4.

Sredniokwadratowy btad rozwiazania réwnania jest nastgpy]

€ = 6.644e — 010

a Sredniokwadratowy btad odpowiedzi uktadu rowny jest

€y, = 8.7985e — 008

Przyktad 18 Wezmy ukiad taki jak w przyktadzie 16.

Przyjmijmy wart&ci poczatkowe algorytmu jako
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Rysunek 4.3: Wynik estymacji parametrow uktadu

- Wyjscie ukladu identyfikowanego
——wyjscie modelu zidentyfikowanego
-~ sygnal wejsciowy

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

Rysunek 4.4: Odpowiedz na wymuszenie prostokatne uktadegb i modelu zidentyfikowa-

nego (pokrywaja sie)

o o o O
o
ot
o
o
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W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretoglel:

0 1
a - { -

—0.053642 —0.20592

C = [ 0.32618 0.14809 } , D= [ 0 ]

Wyniki estymacji parametréw przedstawione sa na Rys. 4po®@iedz uktadu zidentyfiko-
wanego poréwnana jest z odpowiedzia uktadu danego na Rys. 4.6.
Sredniokwadratowy btad rozwiazania réwnania jest nastgpujeé = 0.0056238, a sred-

niokwadratowy btad odpowiedzi uktadu rowny jést= 0.014028.

_______________________________________________________________________

_15 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

Rysunek 4.5: Wynik estymacji parametrow uktadu

Jak mana zauwayc, dla danych pozbawionych zakidtédentyfikowane rekurencyjnie
parametry bardzo szybko przyjmuja poprawne w&sitoW przypadku istnienia zakiéeepo-
dobnie jak dla identyfikacji nierekurencyjnej, identyfif@obarczona jest wiekszym btedem.
Identyfikowane parametry ustalaja sie po znacznie veigiksczasie i dla przypadku braku

zaktocen, a btad rozwiazania réwnania akjest wiele rzedow wigkszy.
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| - Wyjscie ukladu identyfikowanego
——wyjscie modelu zidentyfikowanego
------ sygnal wejsciowy

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

-6 I I I I

Rysunek 4.6: Odpowiedz na wymuszenie prostokatne ukfemhhhastycznego i modelu ziden-

tyfikowanego
4.2 Identyfikacja modelu dyskretnego na podstawie modelu
ciagtego

W podrozdziale tym zostanie przeprowadzona i przeanadnewdentyfikacja parametryczna
dyskretnego modelu utamkowego rzedu na podstawie daryatoglzacych z symulacji wybra-
nych modeli ciagtych utamkowego rzedu. Identyfikacjeetalaje maliwost przeanalizowania
dziatania algorytmu identyfikacji w warunkach zwnych do warunkéw eksperymentu prak-
tycznego, w ktorym uktad ciagly jest modelowany modelerskalgtnym. Identyfikacja taka
umazliwia takze sprawdzenie, czy model dyskretny jest w stanie prawinliopisa& dynamike
uktadu ciagtego (dynamike rozumiana tutaj jako odpa&iektadu na skok jednostkowy). Na-
lezy w tym miejscu podkr&ic, ze btedny wynik identyfikacji nie bedzigwiadczyt, £ model

dyskretny nie jest w stanie opiséakiej dynamiki.

4.2.1 Ildentyfikacja dyskretnego modelu transmitancyjnego

Kolejnym sposobem sprawdzenia algorytmu identyfikacji pggba modelowania uktadu cia-

gtego modelem dyskretnym. Najpierw zostanie wyznaczopawddz analityczna ukfadu cia-
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gtego, ktéra zostanie zdyskretyzowana. Nastepnie natpodstej jiz dyskretnej odpowiedzi
zostana zidentyfikowane parametry modelu dyskretnegowidajacego uktadowi ciagtemu.

Uktad ciagty utamkowego rzedu opisany w przestrzenist@any jest nastepujaco:

d*x
el Ax(t) + Buf(t)
y = Cx()

Transmitancja ciagta takiego ukfadu jest rowna

bels(N_l)a + ..+ blsa + bo
sV L gy_1sV-De 1+ q,5% + a

G(s) =

Dla pierwiastkéw pojedynczych transmitancje zna przedstawi jako (patrz take Roz-
dziat 2.3.7)

G(s) :ZSQEM

j=1
Odpowiedz tak zdefiniowanej transmitancji na skok jedkmsy jest nastepujaca:

h(t) = £ [Z S(Scf—im] = 1itEaar (Mt®)

j=1
gdzie E, .11 jest funkcja Mittaga-Lefflera, przedstawiona w rozdzial2.

Przyktad 19 Wezmy ukiad ciaglty dany macierzami

0 1 0
A — 7B — 70 - |: 2 0 i|
-2 -3 1
D = [o ] o =03
Transmitancja jest rowna
2 2 2

G(s) = 06 13503 42 0341 0342

Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy jest nastepujaca:

h(t) = 2t°Eg313(—t"%) — 26" Eg 31.5(—2t"7)
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Zdyskretyzowana odpowiedz na skok jednostkowy dana jegpui@sto:

hk: — 2]{30'3EQ'371'3(—]€0'3) - 2k0'3E0'371.3(—2k70'3)

Nastepnie dokonujemy identyfikacji parametrycznej neetahniejszych kwadratow, otrzy-
manej w powgszy sposob, dyskretnej odpowiedzi na skok jednostkowymBjeyny przy tym,
ze rzad ukfadu dyskretnego jest réwny rzedowi uktadu egamt

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretoglel:

0
,n=0.3
1

Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegenaodstawie modelu dys-

0 1
Ay = B =
—0.048569 —0.18806

C = [ 0.030385 0.26508 } D= [ 0 ]

kretnego przedstawione jest na rys 4.7. B&gedniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy =

0.0083069.

K -
' —— Wyjscie ukladu identyfikowanego
: - wyjscie modelu zidentyfikowanego
0'8? ------ sygnal wejsciowy 7
0.6F i
0.4 1
0.2 i
0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
czas [s]

Rysunek 4.7: Odpowiedz na skok jednostkowy ukfadu ciagtg o = 0.3 i modelu zidenty-

fikowanego

Przyktad 20 Wezmy uktad ciagty dany, taki jak w przyktadzie 19, z fanida,ze rzad uktadu

rowna siea = 0.7.
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W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretoglel:

0 1 0
Ay = B = =07
—0.10166 —0.52442 1

C = [0.10154 0.13801],D:[0}

Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegnaodstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.8. B&gddniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy =

0.0043073.

1*; ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 7
0.8F i
: —— Wyjscie ukladu identyfikowanego
: - wyjscie modelu zidentyfikowanego
0.6¢ i
A sygnal wejsciowy
0.4 |
0.2F i
0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

czas [s]

Rysunek 4.8: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu ciagiig o = 0.7 i modelu zidenty-

fikowanego

Przyktad 21 Wezmy uktfad ciagty dany, taki jak w przyktadzie 19 z &#&nica,ze rzad uktadu
rowna siea = 1.3.

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretoglel:

0 1 0
Ay = B = n=13
—0.010108 —0.21941 1

C = [ 0.010086 0.0027782 ] D= [ 0 }
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Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegpnaodstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.9. Bigddniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy =

0.00040584.

14 T T T T
—— Wyjscie ukladu identyfikowanego
- wyjscie modelu zidentyfikowanego
1.2 N e sygnal wejsciowy a
Lz T T T T T T e
0.8F .
0.6F i
0.4F i
0.2F b
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

Rysunek 4.9: Odpowiedz na skok jednostkowy ukfadu ciagtiga = 1.3 i modelu zidenty-

fikowanego

Przyktad 22 Wezmy uktad ciagty dany, taki jak w przyktadzie 19, z anica,ze rzad uktadu
rowna siea = 1.7.

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretaglel:

0
, B = ,n=1.7
1

¢ = [ 0.0020628 0.00039836 } D= [ 0 ]

0 1
—0.0020685 —0.097118

Ag =

Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegpnaodstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.10. Bdaeldniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy=
0.00038952.

Wezmy kolejny przyktad uktadu ciagtego, w ktérym wielamnilicznika nie bedzie wielo-

mianem jednostkowym.
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2.5 \ \

T T
— Wyjscie ukladu identyfikowanego
- wyjscie modelu zidentyfikowanego
------ sygnal wejsciowy
oL i
1.5 7
Lo N R
05F A
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]
Rysunek 4.10: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu cgmtac = 1.7 i modelu zidenty-
fikowanego

Przyktad 23 Dany jest uktad okr&@ony nastepujacymi macierzami:

L0 . 0 702[23}

D = [ 0 ] a =07
Transmitancja jest rowna
3507 + 2 -1 4

sld 4 3507 + 9 07 41 + 07 D)
Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy jest nastepujaca:

G(s) =

h(t) = —t*"Ey 17 (—1"7) + 4t Eg 7 7(—t"7)

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretoglel:

0 1 0
Ay = .B = n=13
—0.0435 —0.3985 1

C = 10.0436 0.3904 ] D= [ 0 }
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Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegpnaodstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.11. Bdaeldniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy=

2.6122 * 1075, Btad rozwiazania uktadu réwnah natomiast réwny jest 1.9556 * 106,

14 T T T T
— Wyjscie ukladu identyfikowanego
+wyjscie modelu zidentyfikowanego

1.2 e sygnal wejsciowy A

L
0.8F i
0.6F i
0.4F 1
0.2 b

0 | L L L L L L L L L

0 1 2 3 4 5 6 8 9 10

czas [s]

Rysunek 4.11: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu cgamtac = 0.7 i modelu zidenty-

fikowanego

Przyktad 24 Dany jest ukfad ciagty taki, jak w przyktadzie 23, z tgmita,ze rzad uktadu
rowna siea = 1.3.

W wyniku identyfikacji otrzymujemy nastepujacy dyskretaglel:

0 1 0
Ad = ,B = , N = 1.3
—0.010108 —0.21941 1

C = [ 0.010086 0.0027782 ] , D= [ 0 }

Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowanegnaodstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.12. Bdaeldniokwadratowy odpowiedzi jest rowgy=
0.0024649. Btad rozwiazania uktadu réwnah natomiast rowny jest 8.6716 x 10~".

Jak wid& w przyktadzie 24, pomimo doktadnego rozwiazania uktadwen, zidentyfi-

kowane parametry nie odpowiadaja doktadnie danemu maildRvoblem ten pojawia sie dla
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Rysunek 4.12: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu cggmtac = 1.3 i modelu zidenty-

fikowanego

rzedéw wiekszych od. Jednake nie jest to wina modelu, gdynazna pokaza takie parame-

try modelu, ktére beda poprawnie opisywaty dynamiketagtadu. Dla przyktadu 24 beda to

0
, B = ,n=1.3
1

¢ = [0.0017 0.0844},172[0}

nastepujace parametry:

0 1
Ay =
—0.0017 —0.0871

Poréwnanie odpowiedzi uktadu ciagtego i zidentyfikowaneg jej podstawie modelu dys-
kretnego przedstawione jest na rys 4.12. Blgetiniokwadratowy odpowiedzi jest roway =

2.6121e — 006. Bfad rozwiazania uktadu réwhanatomiast réwny jest = 1.9556e — 006.

4.2.2 Przykiad identyfikacji dla r6znych okreséw probkowania

W podrozdziale tym zostana przedstawione wyniki idengdjkdanego uktadu ciagtego przy
uzyciu modelu dyskretnego przy zakniu r&nych okreséw prébkowania. Celem tej identy-

fikacji jest sprawdzenie, czy okres probkowania ma wptyw oktadn&t modelowania. W
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ponizszej tablicy przedstawione jest zestawienie otrzymamyatikow identyfikacji. Jako mo-

del ciagly zostat myty model pokazany w przyktadzie 23.

liczba probekk: |  Ti[s] &y
5000 0.04 3.5419e-007
1000 0.02 1.6785e-006
300 0.066667| 3.2046e-006
150 0.13333 | 3.2765e-004
50 0.4 1.7002e-006
25 0.8 1.0843e-006
15 1.3333 | 9.5334e-007
5 4 0.00026995

Tabela 4.1: Wptyw okresu prébkowania na btad identyfikaciji.

Na rysunkach 4.13 i 4.14 zostaly przedstawione przyktadprzebiegi odpowiedzi ukia-
dow dla okreséw probkowanib, = 0.041 7, = 0.8.

Jak mana zauwayt, na podstawie wynikéw zawartych w Tabeli 4.1 i pokazanyehysun-
kach 4.13 i 4.14, okres probkowania ma znaczacy wptyw natydikowane parametry dopiero
przy bardzo diugich okresach prébkowania (porownywalrgelstatymi czasowymi identyfi-
kowanego obiektu). Dla krotszych okresow probkowanial lidgentyfikaciji byt na bardzo zbli-

zonym poziomie, dajac dobre odwzorowanie modelu ciagteg
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0.8F *
—— Wyjscie ukladu identyfikowanego
0.7 - wyjscie modelu zidentyfikowanego
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0.5F N
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Rysunek 4.13: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu cgamtac = 0.7 i modelu zidenty-
fikowanego dla = 5000

09- : ]

0.8 —— Wyjscie ukladu identyfikowanego

0.7- » wyjscie modelu zidentyfikowanego | |
S AR sygnal wejsciowy

05 |

0.4F

03f 1

0.1F i

|
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [s]

Rysunek 4.14: Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu cgmtdac = 0.7 i modelu zidenty-
fikowanego dla = 25
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4.2.3 Modelowanie zalenosci zmiennych stanu

W przyktadach przedstawionych w poprzednich rozdziatattherlano postakanoniczna iden-
tyfikowanego modelu. Zidentyfikowany model opisywat wtedypze zalenast dynamiki po-
miedzy wefciem ukitadu i jego wygciem, natomiast zmienne stanu nie odpowiadaty zmien-
nym stanu identyfikowanego uktadu. Identyfikowana pog@noniczna modelu, zatona w
poprzednich przyktadach, nie jest w tym przypadku odponiggostacia. Aby wiec zidenty-
fikowaC ukfad tak, aby zmienne stanu modelu odpowiadaty zmienrtamusuktadu, musimy
zatazyc bardziej ogélna postamodelu i zn& zmienne stanu uktadu.

Zaktadamy wiec nastepujaca pdstlyskretnego modelu:

AnﬂU1J<;+1 ajnp ar2 ... 4ainN L1k bo
A2y gy agy Q22 ... Q2N Tok by
— + U,
AT g1 ang ang2 ... GNN TNk by
n
Ty = Az
k41 .
J
= (o
j=1 J
y = Cmy

gdzie macierZ’ jest macierzg’ uktadu ciagtego.

Przyjmujac oznaczenia

A2y g1 x;‘f O ... 0 uw 0 ... O
AnﬂfzJﬁ_l T 0 l‘g N 0 0 ug ... 0
Yk = ) Pr =
An.Z‘N7k+1 0 0 e l’g 0 0 RPN Up
T _
0 - a1 AQir2 ... AN a1 a1 ... ... QANN bg . bel

otrzymujemy macierze danych do identyfikacji parametrggametoda najmniejszych kwa-

dratow przedstawionej w rozdziale 4.1.1.

Przyktad 25 Wezmy ukiad ciaglty dany macierzami:
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0 1 0
4= 92 -3 = 1 ’C:[QO}

D — [o],a:m

PrzyjmujacC' jako macierz jednostkowa, otrzymujemy macierz transrojtapisujaca dy-

namike zmiennych stanu uktadu. Macierz ta jest nasé@auj ,

1
. 81'4+3SO‘7+2
G(S) o $0.7
51.4+35047+2

Zmienne stanu uktadu w odpowiedzi na skok jednostkowy sgmggte:

z1(t) = t""Eyr17(—t"7) — " Bgr17(—2t°7)

zo(t) = —t0'7E0.7,1.7(—2f0'7)+2t0'7E0.7,1.7(—2t0'7)

Zdyskretyzowane zmienne stanu maja nastepujacagosta’

1,k = K'TBor17(—k"7) — KOTBgq00(—2K"T)

_k0A7E0.771.7(_k0.7) + 2k_0A7E0.771.7(_2k0.7)

LL’Q,]{?

Przyjmijmy identyfikowany model w postaci

AN S ai a1p T1k bo

A2 41 a1 22 To by

n
Tpp1 = Az

y, = Cuy

Oznaczenia réwnania identyfikacji sa nastepujace:

A%y g1 T Tigp w2 0 0 wy O
Yk = ) Pr =

n

A" 41 0 0 zip 22 0 wy
T _
0 - [am Q12 G271 0A21 by by
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Zidentyfikowany model ma nastepujaca postac:

—0.0372 0.1372 0.0189
A = ’B = ’C = |: 2 0 :|
—0.2997 —0.4571 0.1497

D = [o},a:m

Poréwnanie zmiennych stanu uktadu ciagtego i zmiennyahustktadu zidentyfikowane-
go modelu dyskretnego przedstawione jest na rys 4.15. 8&thiokwadratowy modelowania
zmiennej stanu; jest rownye; = 1.6876e — 006, a x, € = 3.7311e — 006. Bfad rozwiazania

uktadu réwnah natomiast rowny jest= 1.6331e¢ — 006.

0.5

0.451- o ————————

0.4 | | |
,,,,, * -+ X ukladu zidentyfikowanego

0.35F . x, oryginaina 8
' —X, ukladu zidentyfikowanego

—X, oryginalna

025 .

0.2

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [s]

Rysunek 4.15: Zmienne stanu w odpowiedzi na skok jednostkdwadu ciagtego dlar = 0.7

i modelu zidentyfikowanego

4.3 Podsumowanie

W rozdziale tym zostaly przedstawione algorytmy identydjkparametrycznej modelu dys-
kretnego liniowego utamkowego rzedu, oparte 0 metodgnagjszych kwadratow. Przedsta-
wiono zaréwno klasyczna metode najmniejszych kwadrajakvi jej rozwiniecie - rekuren-

cyjna metode najmniejszych kwadratow. Dla obydwu meta@dprowadzono i przedstawiono
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wyniki symulacji dla r&nych typéw uktadéw identyfikowanych, dyskretnych detavistycz-
nych i stochastycznych oraz ciagtych. Z przeprowadzorsyehulacji wynika,ze zapropono-
wane algorytmy identyfikacji sa bardzo vztiave na zaktécenia. Powoduje to koniecsbozy-
wania dodatkowych algorytmow identyfikacji na podstawienimializacji btedu odpowiedzi
uktadu, aby otrzymadoktadny model. Jestzemotywacja do dalszych baila prob zastoso-
wania innych metod identyfikacji uktadéw stochastycznymh: miennych instrumentalnych,
Total Least-Squares, innych). Na szczegdélna uwage gaistuozdziat o identyfikacji modelu
ciagtego przy ayciu modelu dyskretnego. Zawarte w nim przyktady idengdik pokazujaze
model dyskretny jest w stanie poprawnie ogisaodel ciagty. Jest to szczegdlnieama z punk-

tu widzenia praktycznej implementacji uktadéw dyskretmgo sterowania ciagtymi uktadami

utamkowego rzedu.
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Rozdziat 5

Estymacja wektora zmiennych stanu
dyskretnych uktadow dynamicznych

utamkowego rzedu

W praktycznej realizacji uktadéw sterowania zachodzi peitia odtworzenia (estymacji) nie-
znanych (niemierzalnych lub takich, ktérych pomiar bytytzkosztowny) zmiennych stanu
uktadu. Odtworzenie tych zmiennych stanuzna przeprowadzina podstawie znajorsoi
wejscia i wyjscia uktadu oraz jego dynamiki.

W rozdziale tym zostana zaprezentowane wybrane metogynasfi dyskretnych ukia-
doéw utamkowego rzedu. W podrozdziale 5.1 przedstawiorsgare obserwator dla dyskret-
nych uktadow utamkowego rzedu opisanych w przestrzenistaraz z przyktadami estymaciji
zmiennych stanu uktadéw dyskretnych i ciagtych. W podmalé 5.2 przedstawiony zosta-
nie Utamkowy Filtr Kalmana (FKF) bedacy uogoélnieniendyayjnego algorytmu dyskretnego
Filtru Kalmana dla dyskretnych uktadéw liniowych utamkayeerzedu. W podrozdziale 5.3
natomiast zostanie przedstawione analogiczne uogoiidiai Rozszerzonego Filtru Kalma-
na na Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana (EFKF) dla dyskreftnuktadéw nieliniowych
utamkowego rzedu. W podrozdziale 5.4 zostanie zaprewame rozszerzenie koncepcji Filtru
Kalmana opartego o transformacje "Unscented"” dla dyskeétnieliniowych uktadow utam-

kowego rzedu.
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5.1 Obserwator dla dyskretnych uktadow dynamicznych utam-
kowego rzedu opisanych w przestrzeni stanu

Idea obserwatora dla dyskretnych uktadéw dynamicznycimkéavego rzedu opisanych w
przestrzeni stanu oparta jest na klasycznym smilejLuenbergera (patrz [104]). Zapropono-

wany obserwator przedstawiony jest w nastepujacym tlzesmiu:

Twierdzenie 47 Obserwator stanu dla dyskretnych uktadéw dynamicznychkdamego rzedu

danego definicja 15 (ang. Discrete Fractional Order ObsgWFOQO) ma nastepujaca postac:

A2 = Fuip + Gug + Hyy,
k+1

A T A inA A
Tpy1 = A $k+1—§ (=12 jpa

J=1

gdziez, jest estymata wektora zmiennych stapunatomiastFy = A; — HC i G = B.

[ |
Dowdd:

Btad estymacji przyjety jest w nastepujacy sposob:
€ — i’k — Tk (51)

Podstawiajac rownania dane przez definicje 15 i 47 do rowen@&nl) otrzymujemy naste-

pujaca relacje:

k+1
€11 = FdSAEk + Guk + Hyk - Z(—l)jTji’k,jJrl

j=1
k+1
— Adl’k — Buk + Z(—l)]le’k,jJrl

j=1
= (Fd + HC)fk - Adl’k + (G - B)Uk
k+1

— D (1Y (Ekjr — Thjig1)

j=1
Przyjmujacze A, = F,; + HC i B = G, rbwnanie btedu estymacji przyjmuje nastepujaca

posta:
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k+1

6k+1 = Fdek — Z(—l)jTjek_jH

j=1
Roéwnanie to mae byt zapisane w postaci dyskretnych uktadéw dynamicznych kibave-

go rzedu danego definicja 15

AVer = Fyey (5.2)
k1

€k+1 = AYekJrl—Z(—l)jTjek,jJrl (53)

j=1
Stabiln&t asymptotyczna takiego systemu implikuze, btad estymacji obserwatorazaya
do zera, przez co estymowane zmienne stazg da oryginalnych zmiennych stanu.
U

Przyktad 26 Dany jest uktad opisany nastepujacymi macierzami:

W {o 0.1]’8[0.2]’N[0.6}
1015 0.3 0.6
o= o]

Moduty wartdéci wkasnych macierzid, + ;) sa rowne

) 0.675 + 0.30721:
leig(Aqg + T1)| = | |
0.675 — 0.307211¢
0.74162
0.74162
a macierz obserwowalsai uktadu

O:

C |0 1
C(Ag+ 1)) ] 11075 ]
Rzad macierzy obserwowakm jest rownyrank(QO) = 2, wiec system jest obserwowalny.
Macierz obserwatora" jest tak dobrana, aby zagwarantowac asymptotyczna stailn

obserwatora, a take p@adane jego wlasrsai dynamiczne, i ma nastepujaca postac:
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0 —0.1
1 —0.6

Fy=

gdzie moduty wartsci wlasnych macierzif” + 1) sa rowne

0.3+0.1z
0.3 —-0.1z

leig(Fy + T1)| =

0.31623
0.31623

Przy danych4,, F; i C' macierzH jest nastepujaca:

0
0.75

H =

Wyniki estymaciji dla niezerowych warunkéw poczatkowychralageraz, = [5 5] przed-
stawione sa narysunkach 5.1i5.2. Rysunek 5.1 przedstatym@sane zmienne stanu porow-
nane z oryginalymi zmiennymi stanu uktadu. Rysunek 5.2masb przedstawia btad estymaciji

obserwatora.

6 T T
...... estymata x,

——oryginalne X
..... estymata X, b

——oryginalna X,

_6 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 5.1: Wynik estymacji zmiennych stanu, zmienne starayktad 26)

136



> _bléld estym‘acji X,
45 ...... blad estymacji x,| |
35 I
25 ]

5l |

0 | \‘HH”""”""“““"'“”'HHww L ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 5.2: Wynik estymacji zmiennych stanu, btad estyinjazyktad 26)

5.1.1 Estymacja zmiennych stanu dla rdnych chwil startowych estymo-

wanego uktadu i obserwatora

Sytuacja wymagajaca bardziej szczegbtowego przezvedinia jest algorytm obserwatora uru-
chamiany w chwili, gdy uktad obserwowany dziatat jprzez pewien okres czagy,. W sy-
tuacji tej wystepuje nie tylko mnica poczatkowa estymaty i wektora stanu uktadu w chwili
k = 0, ale takze btad estymacji wynikajacy z tega,algorytm obserwatora nie bierze pod uwa-

ge nieznanych warfei wyjscia i wepcia uktadu z chwil przed uruchomieniem obserwatora.

Przyktad 27 Estymacja wektora stanu w sytuacjirtej chwili startowej uktadu i obserwatora
Dany jest uktad taki sam, jak w przyktadzie 26. Zaktadarayy chwili uruchomienia algo-
rytmu obserwatora ukfad dziatat pa200sek. Uruchomiony algorytm obserwatora nie zawiera
zadnych informacji o przes&oi uktadu, zaréwno czasu pracy, jak i wastd wepciowych czy
wyjsciowych.
Wyniki estymaciji przy takich warunkach przedstawiaja rks6i8 i 5.4. Rysunek 5.3 przed-
stawia estymowane zmienne stanu, a rysunek 5.4 bftad estyodachwili uktaduk = 200

(poczatku pracy obserwatora).
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| | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400
czas [s]

Rysunek 5.3: Wyniki estymaciji przy zaej chwili startowej (przyktad 27)

2.5 \
i ——blad estymaciji X,

27 ...... blad estymacji X,

15F il

1f i

0.5 il

_1 | | | | | | |
200 250 300 350 400 450 500 550 600
czas [s]

Rysunek 5.4: Btad estymacji przyadej chwili startowej (przyktad 27)

Jak mana zauwayt (w przyktadzie 27), btad estymacji 2ypasymptotycznie do zera, po-

mimo braku informacji o przeszézi uktadu. Nieznajon&t przesztéci uktadu powoduje po-

jawienie sie dodatkowego btedu estymaciji (nie tylko axéinego z rdnica warunkéw poczat-
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kowych w chwili & = 0 obserwatora, ale z cata przesss@ uktadu). Btad ten jest minimali-
zowany asymptotycznie do zera, ale trwa to znacznieeijtniz dla przypadku startu uktadu i
obserwatora w tym samym czasie. Btadze@osta zminimalizowany do zera dopiero wtedy,
gdy nieznana przesA0o uktadu przestaje podgrywa decydujaca role w dynamice samego

uktadu (w tym przypadku po oR00sek).

5.1.2 Estymacja zmiennych stanu uktadu stochastycznego przyzyciu

obserwatora

Algorytm obserwatora zostat wyprowadzony dla uktadéw deteistycznych, jakkolwiek w
rzeczywistych warunkachzytkowania mamy do czynienia z zaktéceniami (uktadamilstec
stycznymi). Dlatego bardzo interesujacy, ze wzgledoéakfycznych, jest przypadek estymaciji
zmiennych stanu dyskretnego uktadu utamkowego rzedutpeakiami za pomoca dyskretne-

go obserwatora utamkowego rzedu.

Przyktad 28 Estymacja zmiennych stanu uktadu stochastycznego
Uktad i obserwator sa dane tak samo, jak w przyktadzie 26 attodvym zaktoceniem
zmiennych stanu i wggia uktadu estymowanego. Parametry szumow to:

; 0.03 0
Elw, wi] = , Elvgry] = 0.04

0 0.03

Wyniki estymacji uktadu z zaktoceniami przedstawiajamys6.5 1 5.6. Rysunek 5.5 przed-
stawia poréwnanie estymowanych zmiennych stanu z oryginalimiennymi stanu uktadu.

Rysunek 5.6 przedstawia natomiast btad estymacji.

Jak mana zauwayt (w przyktadzie 28), estymacja zmiennych stanu przyciu obserwa-
tora jest maliwa, pomimo istnienia niewielkich zaktébezaréwno na wygciu uktadu, jak i w
zmiennych stanu. Bfad estymaciji niezgado zera, ale oscyluje w zakresi#).2. Jest to spowo-
dowane tymze w kadej chwili zaktécenia powoduja dodatkowy, ograniczofgdoestymacii.
Jednak w przypadku obecsa wigkszych zaktddedziatanie obserwatora rme byc obarczone

jeszcze wiekszym btedem (o ile w ogdle ntiove).
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6 I
...... estymata x,

Sr ——oryginalna x,
estymata x,

——oryginalna X,

_4 L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

Rysunek 5.5: Wynik estymacji zmiennych stanu uktadu staghasego, zmienne stanu (przy-
ktad 28)

0.3 \ \
——Dblad estymaciji X,

...... blad estymac;ji X,

0.4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

Rysunek 5.6: Wynik estymacji zmiennych stanu ukfadu stagbasego, btad estymaciji (przy-
klad 28)
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5.1.3 Estymacja zmiennych stanu uktadu ciagtego przyayciu dyskretne-

go obserwatora

Bardzo wana sytuacja, z praktycznego punktu widzenia, jest estyazmiennych stanu cia-
gtego uktadu utamkowego rzedu przgyeiu dyskretnego obserwatora utamkowego rzedu. Dla
uktadu ciagtego identyfikowany jest model dyskretny, didr&go wyznaczany jest dyskretny

obserwator utamkowego rzedu.

Przyktad 29 Dany jest uktad ciagly opisany rownaniami jak w przyktadzbedla rzedu row-
negon = 1.3.

Jego model dyskretny dany jest macierzami

Ag =

—0.0032175 0.069404 0.0015804
, B = n=1.3
—0.13562 —0.21619 0.067732

¢ = [2.0002 —0.0056536},D:[0}

Uktad ten jest obserwowalny, a moduty watowtasnych macierzyd,; + 1) sa rowne

. 1.2342
leig(Aq + Y1) =
1.1464

Macierz obserwatora" jest tak dobrana, aby zagwarantowac asymptotyczna stafiln

obserwatora, a take p@adane jego wtasrszi dynamiczne i ma nastepujaca postac:

d=

—0.3975  0.0705
0.0985 —0.2169

gdzie moduty warteci wkasnych macierziyF' + Y, ) sa rowne

| 0.8699
leig(Fy + T1)| =
1.1157

Przy danych4,, F; i C' macierzH jest nastepujaca:

0.1971
H =
—0.1171
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...... estymata x
——oryginalna X
..... estymata x,

—oryginalna X,

L
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czas [s]

Rysunek 5.7: Wyniki estymacji uktadu ciagtego (przyktad 29

0.6

——blad estymaciji X,

...... blad estymacji X,

0.5

|
0 50 100 150
czas [s]

Rysunek 5.8: Bfad estymacji uktadu ciagtego (przyktad 29)

Wyniki estymacji dla niezerowych warunkéw poczatkowychralagera o = [0.4 0.4]
przedstawione sa na rysunkach 5.7 i 5.8. Rysunek 5.7 pexeids¢stymowane zmienne stanu

porownane z oryginalnymi zmiennymi stanu uktadu. Rysur@&kd&omiast przedstawia btad
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estymacji obserwatora.

Jak wid& (na przyktadzie 29), dyskretny obserwator utamkowegolizmae z powodze-
niem odtwarza zmienne stanu uktadu ciagtego (pod warunkiem posiadhrkidnego modelu
dyskretnego). Daje to nztiwost zastosowania dyskretnego obserwatora utamkowego medu

uktadach sterowania od stanu dla rzeczywistych (ciagtykradow.

5.2 Filtr Kalmana dla liniowych uktadow dynamicznych dys-
kretnych utamkowego rzedu opisanych w przestrzeni sta-
now

Filtr Kalmana jest optymalnym estymatorem zmiennych stadadu stochastycznego na pod-

stawie wiedzy o modelu, a tak danych wejciowych i wygciowych z estymowanego obiektu

[88]. Wynik estymacji mae byt otrzymywany, na przykfad, poprzez minimalizacje vedgm

kroku nastepujacej funkcji celu [190]:

i = argmin|[(Z — )P (3 — 2)T
+ (yp — C2)R; My — Cx)") (5.4)
gdzie

jest predykcja wektora zmiennych stanu w czdsidefiniowana jako zmienna losowa wa-
runkowana poprzez dang¢ , [21]. Danez; zawieraja pomiary sygnatu wsgiowegoyo, y1, - - - , Yk
i sygnatu wegciowegoug, u, . . . , ug.

Dodatkowo

i = Elril] (5.6)

jest estymata wektora zmiennych stanu w czasidefiniowana jako zmienna losowa wa-
runkowana poprzez dang.
Co wiecej
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jest macierza kowariancji predykcji btedu estymaciji.diéaiz kowariancji sygnatu wggiowego

v, (patrz definicja 20) jest natomiast zdefiniowana jako
R, =E [VkV]?} (58)

podczas gdy macierz kowariancji szumg(patrz definicja 20, a tade Twierdzenie 48 ponej)

jest zdefiniowana jako

Macierz kowariancji btedu estymaciji jest definiowana gpsfaco:
Py =E [(&s — 24) (@ — ax)"] (5.10)
Zaktadamyze wszystkie te macierze sa symetryczne.

Lemat 13 Predykcja wektora zmiennych stam,; na podstawie danych; okreSlona jest

nastepujaca relacja:
AV = Agiy + By
Thp1 & AT
k+1
DI

j=1

|

Dowad:

Predykcja wektora zmiennych stanu podana w Lemacie 13 pyskana analogicznie do
predykcji wektora stanu w Filtrze Kalmana catkowitegodug75, 21], gdzie predykcja ta jest
wyznaczana na podstawie modelu i poprzedniej véaitavektora stanu i sygnatu vegjiowego

(tworzac tzw. replike modelu).

Tr1 = Elveglz]

= E[(Ad$k + Buy, + wy,
k+1

— > () arsj)|z)

j=1
k+1

— ) (1T Elrrs] ]

=1
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Wyrazenie to mana upr&cic uzywajac nastepujacego zaknia upraszczajacego:

Elzri1-j, 23] 2 ElTri-j, 25014
dla i=1...(k+1)

Uproszczenie to powodujee poprzednie warfei wektora stanu nie beda aktualizowane
przy wyciu nowych danych;,. Uzywajac tego uproszczenia uzyskaazna nastepujaca rela-

cje:

Tpa1 = Aglp + Buy
k+1

- DT

j=1

O

Twierdzenie 48 Dla dyskretnego liniowego uktadu utamkowego rzedu opisamegrzestrzeni

stanu danego definicja 15 Utamkowy Filtr Kalmana (ang. Fracél Kalman Filter) dany jest

nastepujaco:
AV#,1 = Ay + Bug (5.11)
Ty = AT
k+1 ‘
D) G Vi ST/ (5.12)
j=1
B = (Ag+T) Py (Ag+7T)"
k
+ Qr-1+ Z Y;Pe Y] (5.13)
j=2
P = (I- KB, (5.15)
gdzie

Ky = P.CT(CP.CT + Ry,) ™!

przy warunkach poczatkowych
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Zo € RN, P() = E[(ZZ’O — $0)<J~70 — $0>T]
zaktadamy take,zev;, i w;, Sa Szumami niezataymi o zerowej warfxi oczekiwanefi
Dowad:

a) Réwnania (5.11) i (5.12) wynikaja be&rednio z Lematu 13. Uproszczenie zawarte w
tym lemacie implikuje toze algorytm Filtru Kalmana podany w Twierdzeniu 48 jestaylk

rozwiazaniem suboptymalnym.

b) Aby dowiest réwnania (5.14), nalsy wyznaczg minimum funkgcji (5.4). Jest to wyko-

nane poprzez zahiczkowanie jednokrotne tego réwnania oraz przyréwngnido zera.
— 2P (# — &) — 2CT R Ny, — Ci) = 0

co prowadzi do nastepujacej zafesci:

i = (P + CTRIO) N (P Y2y + CT R Yyr)

Uzywajac lematu o odwrotrszi macierzy (ang. Matrix Inversion Lemma), ema dopro-

wadzt do nastepujacej postaci:

i, = (P, — P.CT(CP,CT +R)'CH)

(P,;ljk -+ CTRilyk)

Oznaczajac
Ky = P.CT(CP.CT + Ry,) ™! (5.16)

ktére jest nazywane wektorem wzmodni€iltru Kalmana, otrzymujemy ponsze réw-

nanie

T = Tp+ PkCTR_lyk — K.Czy,

— KkCPkCTR_lyk
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co mazna uprécic do postaci

iy = i — KpCip + (I — K,C)P,CTR™ Yy,

Mozna dokona jego dalszej redukcji ponownigywajac przeksztatconej relacji (5.16)

KR = (I — K;C)B,CT

co prowadzi do réwnania (5.14).

fk = i‘k + Kk(yk — ka)

Jak mana zauwayc, réwnanie to jest doktadnie takie samo jak w Filtrze Kalaala

uktadow catkowitego (pierwszego) rzedwncowego.

c) Wyprowadzenie rownania (5.13) oparte jest na rownanit) (5

Wspotczynnik(z, — x) jest wyznaczony jako

(T, —xp) = AaZp—1 + Bup_y
K

- Z [(=1) Y]
j=1
—Agp—1 — Bugp_1 — w1
k

+ Y[ ]

J
— 1) (Tp-1 — Th—1)

_ (7d
—wper = > [0y — wkey)]

J

Niezalenost szumoéww;,, v, jest zat@eniem Twierdzenia 48. Dodatkowo zaktadamsy,
korelacje migedzy poprzednimi wektorami zmiennych stliiw,z;] dlak # j, ktore sa
bardzo trudne do wyznaczenia, sa pomijalne. Uproszczenigore nie bytoby wyma-
gane gdyE[ww!] = 0, implikuje ze wspétczynnikiz; — z;)(%,, — z,,)7 sa réwne zero

dlal # m. Prowadzi to do nastepujacej relacji:

147



By = E[(% — )@ — 2)7]
= (Ag— Y)E[(Zp_1 — T5_1)

(@;—1 - 33/<;—1)T](Ad - TI)T

+ Elwewi ]+ Y YE[(E—j — 7))

j=2
(Zp—j — zo—y)" L]

= (Ag+7T1) Py (Ag+ T1)T + Qi1
k

+ > TP YT
j=2
Jak mana zauwayt, predykcja macierzy kowariancji bledu estymagjizalezy od po-
przednich wartsci macierzy kowariancji btedu. Jest to gtéwnamita w poréwnaniu do

Filtru Kalmana dla uktadéw pierwszego rzedu.

d) Wyprowadzenie réwnania (5.15) przeprowadzone jest woiypa definicje macierzy ko-

wariancji btedu estymaciji (5.10)

P = B(Zx —x) (@ — x1)"]

= E[(i’k + Kk(Cl’k + Vg — C:i’) — l‘k>

(Zp + Kip(Cap + v — OF) — ap) 7]
= (I = KxO)E[(Ty, — x1) (T, — x1)"]

(I — KxO)' + K E[w[ 1K)
= (I - K;O)P(I — K;C)!' 4+ KR, K,
= (I- mmm&(aﬁ

+ KiH.P.H! + KRy KT

co mazna uprécic uzywajac relacji (5.16). Prowadzi to beZrednio do relacji (5.15)

P, = (I — K,C)P,
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Tutaj takze nie ma ranicy w poréwnaniu do tradycyjnego (pierwszego rzeduyriKal-

mana.

Réwnania zdefiniowane w Twierdzeniu 48 tworza rekurencgigprytm Utamkowego Fil-
tru Kalmana (FKF). Algorytm ten rozpoczyna dziatanie z waciami poczatkowymi i P,
ktore reprezentuja nasza wiedze (a priori) o warunkamzgtkowych estymowanego uktadu.
Zazwyczaj macierz?, przyjmowana jest jako macierz diagonalna ayith wart&ciach np.

1001.

Przyktad 30 Przyktad estymacji zmiennych stanu dla uktadu bez zaktddiead estymowany

dany jest nastepujacymi macierzami:

0 —0.1 0.2 0.6
Ay = , B= , N =

1 015 0.3 0.6
e« [on]

Parametry Utamkowego Filtru Kalmana sa nastepujace:

10 0 0

Py = , Q= , R =10.04];
01 0 0
To = [57 5]T

Wynik estymacji zmiennych stanu danego uktadu prggiu Utamkowego Filtru Kalmana
przedstawiony jest na rysunkach 5.9 i 5.10. Rysunek 5.9 steagh poroOwnanie zmiennych
stanu ukfadu i estymowanych zmiennych stanu, rysunek Sthfhizst przedstawia btad esty-
macji. Wart&c macierzyi? = 0.04 zostata tak dobrana, aby zapewni¢ lepsza zfigt nume-
ryczna algorytmu Utamkowego Filtru Kalmana. Przy braku pakh wy$cia uktadu wartéc

ta powinna wynosic zero.

Jak mana zauwayc, (na przyktadzie 30) btad estymacji szybkazgalo zera, przez co
estymowane zmienne stanuzdado zmiennych stanu uktadu estymowanego. SZ&hkbiez-
noSci tej estymacji mana sterowd, podobnie jak w przypadku klasycznego Filtru Kalmana,

zmieniajac wartéci macierzyF,.
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Rysunek 5.9: Rezultat estymaciji zmiennych stanu pzyciu Utamkowego Filtru Kalmana

(zmienne stanu) (przyktad 30)
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——Dblad estymaciji X,

d blad estymacji X!
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Rysunek 5.10: Rezultat estymacji zmiennych stanu pzgciu Utamkowego Filtru Kalmana

(btad estymaciji) (przyktad 30)
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Przyktad 31 Przykitad estymacji zmiennych stanu dla uktadu z zakt6osinldktad estymowa-

ny dany jest nastepujacymi macierzami:

0 —-0.1 0.2 0.6
Ad == > B = s N:
1 0.15 0.3 0.6
. 0.03 0
C = [ 01 ] ) E[Wk Wk] = , E[kak] =0.04
0 0.03

Parametry Utamkowego Filtru Kalmana sa nastepujace:

100 0 003 0
Py = , Q= , 1=10.04];
0 100 0 0.03
Ty = [07 O]T

Rysunek 5.11 przedstawia poréwnanie zmiennych stanu ukiegtymowanych zmiennych

stanu, rysunek 5.12 natomiast przedstawia btad estymaciji.

6 T T
e Xy oryginalna

—_— X1 estymowana

/2 " IRt X, oryginalna

—_— X2 estymowana

_8 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 5.11: Rezultat estymacji zmiennych stanu pegciu Utamkowego Filtru Kalmana

(zmienne stanu) (przyktad 31)

Jak mana zauwayt (na przyktadzie 31), pomimo uproszézprzyjetych przy wyprowa-

dzaniu Utamkowego Filtru Kalmana, osiagnieto bardzotadke estymaty zmiennych stanu.
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Rysunek 5.12: Rezultat estymacji zmiennych stanu pzgciu Utamkowego Filtru Kalmana

(btad estymaciji) (przyktad 31)

Bardzo interesujace jest poréwnanie osiagnietych w@milkestymaciji z wynikami z przykta-
du 28. Utamkowy Filtr Kalmana osiaga doktadniejsze wymigtymaciji przy zaktéceniachai

obserwator, pomimo wiekszych zaktdce

Przyktad 32 Przyktad estymacji zmiennych stanu dla uktadu z zaktocgir(idla réznych war-
tosci rzedow).

Dany jest nastepujacy uktad:

—0.1 2 4
A, — 0 -0 B 0 N = 0
1 0.15 0.3 0.7

T 0.03 0
C = [ 0 1 ] y E[wk wk] = y E{Vka] =0.04
0 0.03
Parametry utamkowego filtru Kalmana sa nastepujace:
100 0 0.03 0
P = Q= , R =10.04];
0

0 0.03

To = [07 O]T
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Wynik estymacji przedstawiony jest na rysunkach 5.13 i RR{4unek 5.13 przedstawia
poréwnanie zmiennych stanu uktadu i estymowanych zmientayah, sysunek 5.14 natomiast

przedstawia btad estymaciji.

6 T T
...... X, oryginalna

—X estymowana
..... X, oryginalna

—X, estymowana

-3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 5.13: Rezultat estymacji zmiennych stanu pzciu Utamkowego Filtru Kalmana

(zmienne stanu) (przykfad 32)

Dla praktycznej implementacji uktadéw sterowania, bardeanym jest przypadek esty-
macji zmiennych stanu ukfadu ciagtego utamkowego rzedhy pzyciu Utamkowego Filtru

Kalmana i modelu dyskretnego utamkowego rzedu, odpovaaego uktadowi ciagtemu.

Przyktad 33 Przyktad estymaciji zmiennych stanu modelu ciagtego pzygiu Utamkowego
Filtru Kalmana (dyskretnego).
Dany jest uktad ciagty opisany réwnaniami jak w przyktad®sedla rzedu rownego = 0.7.

Jego model dyskretny dany jest macierzami

—0.05641  0.14434 0.02900
Ay = , B= . n=07
—0.33726 —0.49585 0.16772

¢ = [20]. p=[0]
Parametry utamkowego filtru Kalmana sa nastepujace:
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Rysunek 5.14: Rezultat estymacji zmiennych stanu pzgciu Utamkowego Filtru Kalmana

(btad estymaciji) (przyktad 32)

10 0 00 O
PO = ) Q =
0 10 0 0.0

To = [07 O]T

Wynik estymaciji przedstawiony jest na rysunkach 5.15 i R368unek 5.15 przedstawia
poréwnanie zmiennych stanu uktadu i estymowanych zmientayalh, sysunek 5.16 natomiast

przedstawia btad estymaciji.

Jak mana zauwayt (na przyktadzie 33), Utamkowy Filtr Kalmana m@byt takze stoso-
wany do estymacji zmiennych stanu uktadu ciagtego utangmwzedu (przy zakeniu posia-
dania doktadnego modelu dyskretnego uktadu ciagteg@midbwy Filtr Kalmana mpe wiec

byc stosowany w rzeczywistych uktadach sterowania od stanu
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Rysunek 5.15: Wyniki estymacji zmiennych stanu modeluteigg przy zyciu FKF (przyktad
33)
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Rysunek 5.16: Btad estymacji modelu ciagtego (przyktad 33)
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5.3 Filtr Kalmana dla nieliniowych uktadow dynamicznych
dyskretnych utamkowego rzedu opisanych w przestrzeni

standw

W podrozdziale 5.2 przedstawiony zostat uproszczony Kdlmana dla dyskretnych uktadow
liniowych utamkowego rzedu. W tym podrozdziale zostarigedstawione i przedyskutowane
uogodlnienie Utamkowego Filtru Kalmana na dyskretne ukta@yiniowe utamkowego rzedu.
Zaktadamyze nieliniowe funkcjef(.) i i(.) sa klasyC*™ i moga byt zlinearyzowane po-
przez rozwinigecie w szereg Taylora
0f(z)

f(z) :f(it)—l—w(i—m)jLW (5.17)

gdzielV oznacza cZg rozktadu w szereg Taylora zawierajaca wspétczynnikiseych rzedéw
niz jeden i pomijane w procesie linearyzaciji.

Dla uktadéw nieliniowych zdefiniowany w podrozdziale 5.2y@ytm FKF musi zosia
sformutowany w ten sam sposob, jak Rozszerzony Filtr Kalmd#aauktaddéw nieliniowych

pierwszego rzedu.

Lemat 14 Predykcja wektora zmiennych staiwi ; na podstawie danyctf dla uktadu danego

definicja 21 okr8lona jest nastepujaco:

AV = f(@nur)

T = A Ty
k+1

— > (1) Vjdrg,

j=1

Dowdd:
Predykcja wektora zmiennych stanu podana w Lemacie 14 jgstowadzona w sposob

analogiczny do wyprowadzenia predykcji wektora stanu peda w Lemacie 13.
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Tpy1 = Elrgia]z)

= E[f(vg, up) + wi
k+1

— > ()T akga—j)lz]

j=1
Linearyzujac funkcjef (xy., u;) w poblizu punktui;, zgodnie z réwnaniem (5.17) otrzymu-

jemy

Of (T, ug)

Thyr = f(Z,ur) — Dy (Tr — Elxw|2;])

k+1

— ) (-1 E w2

j=1

Przyjmujac zataenie upraszczajace analogiczne do zaia przyjetego w Lemacie 13

Elzki1-j, 21] = Elrgs1-5, ZZ+1—j]
for i=1...(k+1)

otrzymujemy

T = f(Tg, uk)
k41

D G Vi PN

j=1

Uproszczenie to powoduje, tak jak w przypadku liniowyaa,poprzednie warfei wekto-
ra stanu nie beda aktualizowane przyciu nowych danych;,. Uproszczenie to nie bedzie
konieczne, gdE|wywi ] = 0.

O

Twierdzenie 49 Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana (EFKF) dla uktadéw dysire nie-
liniowych stochastycznych utamkowego rzedu opisanych @speeni stanu, danych definicja

21, okreslony jest nastepujacym zbiorem réwnahn:
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AT = f(dn,up) (5.18)

Thp1 = AT
k+1 ‘
= D (W (5.19)
j=1
b, = (Fr—1 + Y1) Pooy (Fry + T1)T
k
+ Qe+ Y TP YT (5.20)
j=2
i‘k = i’k + Kk[yk - h([i’k)] (521)
P, = (I - KyHy)P, (5.22)

z warunkami poczatkowymi
Tg € RN, PO = E[(SACQ — %0)(3}0 — .CCQ)T]

gdzie
K, = P.H! (H . P,H + R;,)™!

przy zat@eniu,ze szumy; i w, sa niezalene i o zerowej wartci oczekiwvandfl
Dowad:

a) Rownania (5.18) i (5.19) sa zdefiniowane w Lemacie 14. Elfppenie zawarte w wypro-
wadzeniu Lematu 14 implikujege wynik dziatania algorytmu Rozszerzonego Utamko-

wego Filtru Kalmana podanego w tym Twierdzeniu jest tylkawijem suboptymalnym.

b) Aby wyprowadzt rownanie (5.21), funkcja celu olg®na rownaniem (5.4) musi bya-
adaptowana do modelu olslenego definicja 21. W tym wypadku funkcja celu przybiera

nastepujaca posta

T, = arg mzm[(ik —x)P (@ — )T
+ (e — h(@)) Ry (g — h(2))] (5.23)

158



Rozwijajac funkcje nieliniowa(-) w szereg Taylora i pomijajac wyrazy rzedu aezego

niz jeden, otrzymujemy nastepujace waeaie:

T = argmin [(ik — )P (3, — )"
- Oh(z . -
+ (yk — h(ZL’k) -+ a(jtk) (l’k — l’k)> Rkl
T,

(yk — h(Zy) + oM+ (zx — i’k)>T

0y,

Oznaczajac

Hy = {agfq ) (5.24)

=Tk

i przyrownujac pochodna funkcji celu do zera, otrzymuyemastepujace rownanie:

— 2P M@y, — ax) — 2HL Ry [y, — h(@)

— Hk(xk — i’k)] = O
Zgodnie z metoda zaprezentowana w Podrozdziale Zyyajac lematu o odwrotrsai
macierzy (ang. Matrix Inversion Lemma) i oznaczajac
Ky = P.HT'(HP.H" 4+ R;)™! (5.25)

rownanie (5.21) przyjmuje posta

T = T + K(yp — h(T1))

c) Dowdd rownania (5.20) przeprowadzony jest w sposob gimaday do dowodu Twier-

dzenia 48.

Wyrazenie(i, — x1) w (5.7) jest wyznaczone nastepujaco:
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(T — ) = f(Tr-1,wp—1) + Wk

(=1 Y jwp—y — f(Er_1,up—1)

hE

.
Il
—

(1) Y&k

+
10

= f(@r—1,Up—1) + Wr—1
Of (Tp—1, Up— .
+ I 5@;_11@ 1)(%—1 — Tp_1)
k .
- Z(—l)]Tﬂk—j — f(Zh—1, up-1)
j=1
k .
+ Y (1T
j=1
Oznaczajac
Fyoy = [—af ("”’“’H)} (5.26)
Oz N
otrzymujemy nastepujaca zaleost:
(T, — ) = w1 — Fro1(Tp—1 — xp—1)
k
— > (=T — wey)
j=1

Niezalendst szumoéwwy, v, jest zat@ona w tym Twierdzeniu. Dodatkowo zaktadamy,
tak samo jak przy dowodzie Twierdzenia 4@ korelacje miedzy poprzednimi wekto-
rami zmiennych stanit[z,z;] dla k # j, ktére sa bardzo trudne do wyznaczenia, sa
pomijalne. Uproszczenie to, ktére nie bytoby wymagane,gdy.w! | = 0 implikuje, ze
wspdtczynniki(z; — ;) (2, —x,,) T saréwne zero dla=# m. Prowadzi to do nastepujacej

relaciji:
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Py = E[(@ — o) (@ — )]
= quE[(fﬁkq - l’kq)
(@51 — 2p1) 1P + Elopwi_y

k
+ > YE[(#e-j — zh-y)
j=1

(Zp—j — xpy) YT

co bezpérednio prowadzi do réwnania (5.20)

P = (Foa+T) Py (B +7)"

k
+ Qe+ Y TP Y]
j=2
d) Wyprowadzenie réwnania (5.22) przeprowadzone jest woipa definicje macierzy ko-
wariancji btedu estymacji dana réwnaniem (5.10), w tem sposoéb jak przy wyprowa-

dzeniu réwnania (5.22). Wyzanie(z; — x;) w tej definicji mana przedstawijako

Ty + Ky [h(Zk)

M3

+ -

W — h(jk)] — T

(I — Kka)(f?k — l’k) + kak

Uzywajac notacji zawartej w réwnaniu (5.24) i podstawigi@wyzsza zalenast do row-

nania (5.10) otrzymujemy
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P, = E[(@p — zp) (@) — xk) ]

(I — KyH,,

)

= (I — KxHy)E[(Z — o) (3 — 22)”]
)"+ KiElwrwy | Ky
)

= (I — KyH,)P,(I — K H,)"
+ KiRp K}
= (I — KyH,) P, + (—P,HT

+ KpH P H! + KRy K]

co mazna upré&cic, izywajac relacji (5.25), otrzymujac réwnanie (5.22)

P, = (I — K, Hy) P,

5.4 Filtr Kalmana dla nieliniowych ukladow dynamicznych
dyskretnych utamkowego rzedu opisanych w przestrzeni
stanow oparty na transformacji "Unscented"

Dla uktadéw nieliniowych zachodzi potrzeba stosowaniaatkolwych modyfikacji algorytmu,
takich jak zastosowanie linearyzacji przez rozwinigeciezareg Taylora (EKF) lub wyznaczanie
macierzy kowariancji i wartsci oczekiwanych poprzez transformacje "Unscented" (Eimiscl
Utamkowy Filtr Kalmana (ang. Umscented Fractional KalmédteFUFKF)).

To drugie poddjcie daje wieksza doktadBbprzy wyznaczaniu predykcji macierzy kowa-
riancji btedu, a dodatkowo nie wymagazréczkowania przy linearyzacji, co ma decydujace
znaczenie dla estymaciji rzedu uktadu, jak to zostanie zaxk@w rozdziale 5.4.2.

Transformacja "Unscented" [75, 82] polega na wyznaczenilatkowych punktow (5.27),
ktore okré&slaja kowariancje btedu danego wektora, a nastepriezamiu wart&ci funkcji nie-
liniowej dla tych punktow. Z wartsci tych wyznaczenia jest nowa wastmczekiwana i kowa-

riancja btedu wektora w kolejnej chwili.
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Przy zat@eniu,ze szum jest addytywny i o zerowej wastid oczekiwanej, korzystajac z
analogii do tradycyjnego UKF oraz liniowego FKF zdefiniowgn powyej, ma@emy otrzyma
uogolnienie Filtru Kalmana opartego o transformacje "lémsed" dla uktadéw utamkowego
rzedu.

Przyjeto oznaczenie:

~

Xk = [xk B+ ( (L+A)Pk)}

ktére oznacza

.
Tp,1=0

Xik = §[2k+G/(L+NP)i,i=1...L

gdzie\/(L + \) Py),; oznacza i-ta kolumne pierwiastka kwadratowego maci@rpydolno-

\

trojkatnej faktoryzacji Cholesky’ego), a wspétczynnikagowe Unscented transformaldji sa

rowne

W™ = N(L+ A
W = MEL+N)+(1—a+p)
W™ = W =1/(2(L+ N)

7 K3

gdzieA = o*(L + k) — L, a jest wspotczynnikiem oki&ajacym szerol&t rozstawienia
punktéw transformacji (w literaturze przyjmowany jest kmsul < o < le — 4), x dodat-
kowym wspotczynnikiem skalujacym zazwyczaj przyjmowamjako 3-L, 5 wspétczynnikiem
powiazanym z nasza znajosma typu szumu, dla szumu gaussowskiego przyjmowany jako

B=2.

Warunki poczatkowe algorytmu to

[i‘o = E[ﬂfo], P() = E[($0 — Zi’o)(l’g — jf())T]

Algorytm natomiast przedstawia sie nastepujaco:
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Xk = [fﬁk Ty % ( (L+>\)Pk)]

AT)Zi,k = F(f(i,kflaukfl)
k
>~<;kk: = Arféi,k—Z(—l)jTa’féi,kﬂ‘
j=1
2L

Ty = Z‘/Vi(m)ﬁ,k

=1
2L

B o= S WO — @l — 37+ Qi
=1

Xk = [ In @£ (W (L+NP) ]
Vie = H[Xix
2L ~
geo= > WMV
=1
2L ~ ~
Ppw = Z WDk — G [Vir — )T + Ra

i=1
2L
Pepye = Z VVz‘(C) Xk — Ze] (Vi — O]
i=1
ICk - Pmk?/k Py_k?le
e = T+ Kelye — )
P, = P.—KyP,, Kk

kYk

gdzie F'(x; -1, ux—1) jest funkcja nieliniowa wyznaczania kolejnego wektoraiennych
stanu, aH [y; x| jest nieliniowa funkcja wygcia uktadu. Do wyznaczania predykcji stanu uktadu
i macierzy kowariancji btedu algorytm korzysta z poprzetrdanychy;._,, przez co pérednio

otrzymuje informacje o poprzednich wastidach macierzy kowariancji btedu estymaciji.

5.4.1 Estymacja potaczona parametrow i standw ukitadu jako przyktad

estymacji stanéw uktadu nieliniowego

W podrozdziale tym zostana przedstawione przykitady eatyinpotaczonej (ang. Joint Esti-
mation) wektora zmiennych stanu i parametréw uktadu. Eatjenpotaczona polega na posze-
rzeniu wektora zmiennych stanu o estymowane parametrwaeiz to do powstania z ukfadu
liniowego ukfadu nieliniowego (biliniowego). Estymacjataczona jest wiec przyktadem esty-

macji uktadéw nieliniowych.
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Przyktad 34 Estymacja potaczona wektora zmiennych stanu i parametrjako przyktad es-

tymacji zmiennych stanu uktadu nieliniowego.

Dany jest ukfad
0 1 0 0.7
Ad = 7B: 7N:
—0.1 —0.2 1 1.2
. 0.03 0
¢ = [0.1 0.3},E[wkwk}: , E[vey] = 0.04
0 0.03

Do estymacji potaczonej paramettiy tworzymy rozszerzony wektor stanu

Macierze ukfadu nieliniowego przybieraja postat

Tok 0.7
f(xkn uk) = _O~1371,k — T3 pTok 1+ Uk ,N = 1.2
0 1
h(ajk> = 0.1(1317k + 0.31}2,k :|

Parametry Rozszerzonego Utamkowego Filtru Kalmana to

100 0 0 0.03 0 0
Po=| 0 100 0 [Q=] 0 003 0 |,R=[0.04]
0 0 100 0 0 0.0001

Wynik kohcowy estymacji tg = 0.1950. Na Rys. 5.17 zaprezentowane sa wyniki estyma-
cji zmiennych stanu uktadu, na Rys. 5.18 przedstawioneesdy ldstymacji zmiennych stanu

uktadu, a na Rys. 5.19 zostat przedstawiony wynik estymagnpetrua; .

Jak mana zauwayt (na przyktadzie 34), algorytm estymacji potaczonej zmigh stanu
| parametrua;, oparty na Rozszerzonym Utamkowym Filtrze Kalmana, jesktgfeny. Btad

estymacji zaréwno zmiennych stanu, jak i parametru szylakyg do zera.
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Rysunek 5.17: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych stigrarametru ukiadu (zmienne sta-
nu) (przyktad 34)
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——Dblad estymaciji X,

...... blad estymacji X!
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Rysunek 5.18: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych sigrarametru uktadu (btad estyma-
cji) (przyktad 34)
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...... parametr a,=0.2
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Rysunek 5.19: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych stgmarametru uktadu (estymowany

parametr) (przyktad 34)

Przyktad 35 Estymacja potaczona wektora zmiennych stanu i paranagfiorzy wyciu Utam-
kowego Filtru Kalmana opartego o transformacje "Unscenj¢ako przyktad estymacji zmien-

nych stanu uktadu nieliniowego.

Dany jest uktad
0 1 0 0.7
Ag = ,B = N =
—0.1 —-0.2 1 1.2
T 0.03 0
¢ = [015 03], Elwfw] = Elv] = 0.04
0 0.03

Do estymacji potaczonej paramettiy tworzymy rozszerzony wektor stanu

Macierze uktadu nieliniowego przybieraja postac
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T2k 0.7

f(ajlwuk) = —T3kT1k — 0.2[L‘27k —+ ug ,N = 1.2
0 1
h(zg) = | 0.15214 + 0.3794

Parametry Utamkowego Filtru Kalmana opartego o transforngdéjnscented" to

100 0 0 0.03 0 0
PBo=| 0 100 0 |[Q=] 0 003 0 |,R=1[0.04,0=0.01
0 0 100 0 0 0.0001

3 ‘ ‘
— wyjscie ukladu
...... wejscie ukladu

L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

-4 1 1 1 1

Rysunek 5.20: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych sigrarametru uktadu (wgcie ukia-
du) (przyktad 35)

Wynik kohcowy estymacji tg = 0.1950. Na Rys. 5.20 zaprezentowane jestaoig i wej-
Scie danego ukiladu, na Rys. 5.21 przedstawione sa wyniknasjiyzmiennych stanu uktadu, a

na Rys. 5.22 zostat przedstawiony wynik estymacji paramgtru

Jak mana zauwayct (na przyktadzie 35), algorytm estymacji potaczonej zmigh stanu i

parametruiy, bazujacy na Utamkowym Filtrze Kalmana opartym o transiacje "Unscented”,
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Rysunek 5.21: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych stigrarametru uktadu (zmienne sta-
nu) (przykfad 35)

02 T T T T
—— estymowany parametr a,

0.15-

0.1

0.05H

L L L L L
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_03 1 1 1 1

Rysunek 5.22: Wyniki estymacji potaczonej zmiennych sigmarametru uktadu (estymowany

parametr) (przyktad 35)
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rowniez jest efektywny. Btad estymacji zaréwno zmiennych staakij parametru szybko dg

do zera.

5.4.2 Estymacja dualna

Estymacja dualna polega na zastosowaniu odrebnych fillidestymacji wektora zmiennych
stanuz;, i wektora parametrow,, modelu. Schemat jej dziatania przedstawiony jest na rysunk
5.23, gdzie KFx jest filtrem dla zmiennych stanu, a KFw jestdih dla parametréw modelu.
Filtr KFx korzysta z poprzedniej warkgi estymaty wektora parametraw,_, i danych z wej-
Sciauy_1 | wyjsciay, uktadu do wyznaczenia estymaty wektora stanu ukiadurFiltr FKw
natomiast korzysta z poprzedniej watd estymowanego przez KFx wektora stahu; i z
wejsciau_, oraz danych z wiciay, uktadu do obliczenia wiasnej predykcji stanu i &gia

uktaduy}y’, V) i w ten sposob wyznaczenia kolejnej estymaty parametroadukdy,.

Th—1 )
T
KF x bl
Yk, uk*l—‘
Ll @
KF w ko -
Wg—1

Rysunek 5.23: Schemat Estymacji Dualnej

Przy tak zdefiniowanym problemie i przy petnej analogii dadircyjnego UKF dla esty-
macji parametréw mwemy zdefiniowa UFKF dla estymaciji parametréw ukfadu utamkowego

rzedu.
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A

Wy = Wg—1
pDWw Hw w
P = Pl +Qr

Wy = [mkami<¢@:;ﬁ%)l

ATV gw = A OW) 21 + BOAV) wes
k
— AT(W’C)X?—Z(—l)jT]‘i‘k_]’
j=1

Ve = COMIXY;
2L ~

o= ) WYy
=0

2L

By = Z W}(c) Vik — 9] [Vir — )" + R”
i—1

2L
Pl = > WO — i Vi — il
=1
w w w -1
,C’f - Pwkyk(Pykyk)

Wy = 0+ Ky (e — 08)
pr = PY-KyPr, KV

YrYk

Przyktad 36 Estymacja dualna wektora zmiennych stanu i parametigw, . Dany jest ukiad

0 1 0 0.7
Ad — ’B: ,N:
—0.1 —0.2 1 1.2
. 003 0
C = MH503LEMMHZ , E[vpy] = 0.04
0 0.03

Parametry KFx dane sa nastepujaco:

100 0 0 0.03 0
0 100 0 0.03

o = [0,0], R = [0.04]

Parametry KFw dane sa nastgpujaco:
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v=la w]

0.0001

10 0

wo = [0,0], R = [0.1],a = 0.01

15

0

0.0001

10

X, oryginalna
——Xx, estymowana

X, oryginalna

—_— X2 estymowana

-10

_15 | | | |

|
50
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10 20 30 40 60 70

80 90 100

Rysunek 5.24: Wyniki estymacji dualnej zmiennych stanu apsetrow uktadu (zmienne stanu)

(przyktad 36)

Wynik kohcowy estymacji tqy = 0.1009 ia; = 0.1981. Na Rys. 5.24 przedstawione sa

wyniki estymacji zmiennych stanu uktadu, a na Rys. 5.25tzogedstawiony wynik estymacji

parametrowag i a;.

Jak mana zauwayt (na przyktadzie 36), przedstawiony algorytm estymacgldej jest

efektywny. Umaliwia on estymacje zmiennych stanu i dwéch parametréwrw $amym cza-

sie. Bylo to trudne do osiagniecia metodami estymacjapobnej, pokazanymi w przyktadach

34 35.
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Rysunek 5.25: Wyniki estymaciji dualnej zmiennych stanu ap@trow uktadu (parametry)
(przyktad 36)

Estymacja dualna zmiennych stanu i rzedu uktadu

Zaleznost pomiedzy rzedem uktadu a jego dynamika jest bardzaarta (silnie nieliniowa).
Wspé’rczynniki(?) w definicji réznicy utamkowego rzedu zawieraja wielomiany rzedw po-
tegach zalenych od chwil czasowych. Powoduije to silna nielinid@vproblemu wyznaczania
rzedu. W podrozdziale niniejszym do estymacji rzedu ditzostanie myty algorytm estymac;ji

dualnej.

Przykiad 37 Estymacja dualna wektora zmiennych stanu i rzediktadu.

Dany jest uktad

0 1
Ay = , B =
—-0.1 —-0.2

C = [0.15 0.3},E[w5wk][

Parametry KFx:
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100 O 0 0.03 O
0 100 0 0.03
2o = [0,0], R = [0.04]

Parametry KFw:

w=n|

PSUZ[IO} 1622[0.00001}

wo = [0], R = [0.04], @ = 0.01

T T
...... X, oryginalna

——X, estymowana I
_____ X, oryginalna

—X, estymowana

| e T ]

‘ "
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

-10 I I I I

Rysunek 5.26: Wyniki estymacji dualnej zmiennych stanedizyktadu (zmienne stanu) (przy-
ktad 37)

Wynik kohcowy estymaciji rzeduto= 0.7068. Na Rys. 5.26 przedstawione sa wyniki es-

tymacji zmiennych stanu uktadu, a na Rys. 5.27 zostat piaeasy wynik estymacji rzedu
uktadu.

Jak mana zauwayt (na przyktadzie 37), przedstawiony algorytm estymacglde;j jest

efektywny. Umaliwia on estymacje zmiennych stanu i rzedu uktadu w tymmga czasie,
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1.2 \ \
—— estymowany rzad n
------ rzad n=0.7

0.81 h

0.21 h
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Rysunek 5.27: Wyniki estymacji dualnej zmiennych stanwedriz uktadu (rzad uktadu) (przy-
ktad 37)

byto to trudne do osiagniecia metodami estymacji pasaez, pokazanymi w przyktadach 34 i
35.

5.5 Podsumowanie

W rozdziale tym zostaty przedstawione i przeanalizowangsfawowe narzedzia estymacji
zmiennych stanu dla uktadéw utamkowego rzedu opisanycizestrzeni stanu, takie jak ob-
serwator utamkowego rzedu i Utamkowy Filtr Kalmana. Olbseor utamkowego rzedu jest
rozszerzeniem koncepcji obserwatora Luentbergera dawych uktadéw utamkowego rzedu
opisanych w przestrzeni stanu. Przedstawione zostaketakmulacje pracy algorytmu ob-
serwatora przy estymacji zmiennych stanu liniowych ukiaddamkowego rzedu, determini-
stycznego i stochastycznego, azakciagtego uktadu utamkowego rzedu. Interesujacym roz
winieciem prezentowanej koncepcji obserwatora bytbyeolator zredukowanego rzedu oraz
obserwator typu deadbeat. Obserwator zredukowanega prgrvalat by na dee oszczedno-
Sci pamigeci i mocy obliczeniowej komputera, na ktorym ajgim ten bytby implementowany.
Obserwator typu deadbeat natomisat ativaat by poprawe szybksci estymaciji, jednate ze

wzgledu na wiaciwaosci macierzy tranzycji uktadéw utamkowego rzedu projekinie jego
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moze byt bardzo utrudnione.

Utamkowy Filtr Kalmana jest rozszerzeniem koncepciji kiltalmana dla liniowych ukta-
dow utamkowego rzedu opisanych w przestrzeni stanu. Déarldbwego Filtru Kalmana zo-
staty przedstawione symulacje pracy tego algorytmu prigsnegcji zmiennych stanu liniowych
stochastycznych uktadéw utamkowego rzedu, a¢atiagtego uktadu utamkowego rzedu.

Nastepnie zostaty wprowadzone algorytmy estymacji mi@lvych dyskretnych uktadéw
utamkowego rzedu, tj. Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmaaag. EFKF) i Utamkowy Filtr
Kalmana oparty o transformacje "Unscented" (ang. UFKRo jazyktady estymacji uktadow
nieliniowych zostaly przedstawione przyktady estymaojgazonej zmiennych stanu i parame-
trow uktadu.

Na zakaczenie zostaly przedstawione przyktady estymacji dyaimennych stanu i para-
metréw uktadu z myciem Utamkowego Filtru Kalmana i Utamkowego Filtru Kalnzeopartego
o transformacje "Unscented". Przedstawione przyktady e@aja estymacje dualna zmiennych
stanu i parametrow, i a; uktadu, oraz zmiennych stanu i rzeduuktadu. Za szczegélnie
wazny uwaam wynik estymacji dualnej rzedu uktadu. Pokazuje on&peg/znaczania rzedu
uktadu na podstawie jego vagjia | wyjscia. Wyznaczenie tego rzedu w postaci analitycznej jest

bardzo utrudnione, ze wzgledu mazémdast zagadnienia.
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Rozdziat 6

Sterowanie dyskretnymi uktadami

dynamicznymi utamkowego rzedu

W rozdziale tym przedstawiona i przeanalizowana zostaoied&pcja regulatora od stanu dla
dyskretnych uktadéw utamkowego rzedu opisanych w przestrstanu. W podrozdziale 6.1 zo-
stanie wprowadzony regulator od stanu dla uktadow utamigoweedu wraz z podstawowymi
jego wissciwasciami dla przypadku, gdy wszystkie zmienne stanu saegost, W podrozdziale
6.2 zaprezentowany bedzie regulator od stanu dla przypaukdy nie wszystkie zmienne sta-
nu sa dostepne i wymagany jest estymator zmiennych stériym przypadku przedstawione
sa uktady sterowania z dwoma typami estymatorow: obseremat utamkowego rzedu i Utam-
kowym Filtrem Kalmana (FKF). Podrozdziat 6.3 przedstavagulator samonastrajajacy sie,

oparty o pofaczona estymacje zmiennych stanu i paranué&tadu.

6.1 Regulator od stanu

Urk  Ug
—

ot DFOSS 2.

Rysunek 6.1: Sprzenie zwrotne od wektora stanu
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Uktad zastepczy do uktadu przedstawionego na Rys. 6.1 wynlkematu 4 i jest rowny

ATl'k+1 = (Ad - BK) T + Bunk
k+1

T = AVzgg — Z(—l)jrg’l’kﬂq
=1
Yor = Cxp+ Duyy

Réwnanie regulatora jest nastepujace:

det7zAY(z) — AB) = de{ [zAY (2) — Ay + BK)

gdzie A% jest macierza zawierajaca wasto wkasne uktadu docelowego.

Warunek wyznaczenia regulatora od stanu

Twierdzenie 50 Korzystajac z regulatora od stanii mazemy przesunac bieguny tylko &zie

sterowalne;.

Dowdd: Dowdéd analogiczny do pokazanego w [85] (dla uktadéikawitego rzedu).
Biorac pod uwage dekompozycje podana w Twierdzeniu 26
AdS Asg BS
Ad - )
0 Ags 0
gdzie A;s jest macierza podukfadu sterowalnegod g jest macierza poduktadu niestero-
walnego.

Rownanie charakterystyczne uktadu z regulatorém: [K, K| jest nastepujace:

det [[zA"(z) — Aq + BK]

IzA™(z) — Ags —Ags
= det 4
0 IzA"(z) — Ags

IZA”(Z) — Ads -+ BsKl _A5§ + BSKQ
0 [2A™(z) — Ags
= det [[zA™(z) — Agy + BJKy] det [TzA™(2) — Ay

= det

Jak mana zauwayct, regulatorends jest&smy w stanie zmiegirownanie charakterystyczne

tylko czgsci sterowalnej uktadu.
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6.1.1 Wyznaczanie macierzy regulatora dla uktadu w postaci kanonicznej
regulatorowe]
Dla uktadu w postaci kanonicznej regulatorowej rownangutatora det/ > A™ (z) — Af) =

det1zAY(z) — Ay + BK) przyjmuje posta (analogicznie jak dla uktadéw catkowitego rzedu
[85]):

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
I —ab —ad] ... akr_y | —a0 —m —an-1 |
0
- . k(] ]{?1 [ kN—l
0
1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
I —afy —a} ... —di_, | | —a0 —m —an-1 |
0 0 0
0 0 0
I ke ki ... kn_1 |

Poprzez porownanie wspotczynnikow otrzymujemy

—ag = —Qp — l{?()
—G}l) = —ay — kl
p _
—Qyn_1 = —aN-1 — kn-1
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co daje nastepujaca relacje:

k’g = Clg — Qg
kfl = CLII7 — aq
— p
En_1 = Qpn_1 —AaN-1

Przyktad 38 Dobor regulatora dla uktadu danego w postaci kanoniczngytatorowe;.

Dany jest ukfad nastepujacymi macierzami:

0 1 0
Ay = B =
—0.1 —0.4 1

o ]

Wielomian charakterystyczny uktadu o zadanej dynamicengestepujacy:
w(z) = 2Z2A™T"(2) 4 0.22A™ (2) + 0.01

Wspotczynniki macierzy regulatora sa nastepujace:

ke = aj—ag=0.01-0.1=-0.09

k?l = azf—al =02—-04=-02

Warto zauwayc, ze wyzej przedstawiony algorytm wyznaczania maciekzyegulatora nie

zalezy od rzedu ukfadu.

6.1.2 Wyznaczanie macierzy regulatora dla uktadu nie danego w postaci

kanonicznej regulatorowej

Dany niech bedzie uktad ol&ny Definicja 12 w postaci innej nikanoniczna regulatorowa

wyrazony w zmiennych stanu,. Odpowiadajacy mu uktad w postaci kanonicznej regulatoro

wej, okreslony w zmiennych stang,, dany jest poprzez przeksztatcenje= Px;. Macierz

przeksztatceni@ mozna wyznacz§ korzystajac z Twierdzenia 41.
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P=25.5"

gdzie S, jest macierza sterowalBoi uktadu o zmiennych stant, a S, jest macierza ste-
rowalnasci uktadu o zmiennych stany.
Dla uktadu w postaci kanonicznej wyznaczamy macierz régrads’,, zadajaca nastepujaca

post& prawa sterowania:

U = _szk

Prawo sterowania dla uktadu wyr@nego w zmiennych stant jest nastepujace:

U = —Kppl’k

Macierz regulatora dla uktadu oryginalnego dana jest wastepujaco:

K = K,P

Przyktad 39 Projektowanie regulatora dla uktadu danego nie w postacidracznej regulato-
rowej.

Uktad dany jest nastepujaco:

24 28 -0.2 0
Ag=| =18 —-16 04 |,B=]0|,n=07
25 15 -1 1

02[13 16 1]

Macierz przeksztatcenia tego uktadu do postaci kanonjaegelatorowej jest taka, jak w

przykiadzie 13 i jest rowna:

210
P=1340
0 21

Macierz regulatora dla uktadu w postaci kanonicznej dars jeastepujaco:

K,=|3 4 2]
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Macierz regulatora wyznaczamy w nastepujacy sposob:
K=FKP=|18 23 2]

6.1.3 Regulator od stanu z wejciem odniesienia

W procesie projektowania uktadow regulacji, oprécz ksat@dnia dynamiki uktadu zamknie-
tego, bardzo pradana wiasrizia jest zerowy uchyb ustalony. Wiaghda zapewniaze odpo-
wiedz uktadu w stanie ustalonym bedzie rowna waetsygnatu wejciowego (odniesienia).

Niech bedzie dany uktad opisany przez definicje 15:

ATkarl = Aa:k—i—Buk

Y = C’karDuk

Przyjmijmy nastepujace prawo sterowania (patrz [60]):

U = Ugs — K (T — xs5) (6.1)

gdzieu,, jest wegciem uktadu w stanie ustalonym,, wektorem zmiennych stanu w stanie

ustalonym.
Réznica utamkowego rzedu z funkcji statej jest réwna zerokdia oo, przy zat@eniu,ze

141 = 71, dlak — oo (czyli zatazeniu istnienia skiaczonego stanu ustalonego uktadu).

lim (AYzjs) =0

k—oo

Mozemy wiec réwnania uktadu w stanie ustalonym przed€tawnastepujacej postaci:

0 = Ax, + Bugs

Yss = sts+Duss

gdziey,, jest wyjsciem uktadu w stanie ustalonym.
Zaktadajacze istnieja macierz&/, i N, takie,zey,, = 7, Uss = NyTyp | Tgs = NyTss.

Mozemy zapisaréwnania uktadu jako
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O - AN;UTSS + BNuTSS

Tss = Cerss+DNuTss

co dalej maemy zapisaw postaci macierzowe;j

A B N, 0
C D N, 1
Z tej relacji ma@emy wyznacz§ macierzeV,, i N, (przy zateeniu maliwosci rozwiazania

tego uktadu rowna (odwracalnéci macierzy)).

-1

N, A B 0
N, C D 1

Korzystajac z tych macierzy, prawo sterowania dane rovemaii6.1) maemy zapisajako

U, = Nurss - K(ajk - erss)

co mazna uprécic do postaci

up = Nrys — Ky,

gdzieN = N, + KN,.
W wyniku tego otrzymujemy nastepujacy schemat uktadrostania, ktory jest przedsta-

wiony na rysunku 6.2.

Tk Uk Y

Rysunek 6.2: Regulator od stanu z a@gm odniesienia

W regulatorze z wéjciem odniesienia zostata dodana maci€rgkalujaca sygnat wegio-
wy w taki sposéb, aby ustalona wastowyjsciowa uktadu byta rowna wagoi wymuszenia

(wejscia uktadu).
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Przyktad 40 Wyznaczenie regulatora od stanu z 8eé¢m odniesienia. Dany jest uktad naste-

pujacymi macierzami (taki jak w przyktadzie 38):

0 1 0
Ad = 7B =
|: -0.1 —-04 ] [ 1 ]

C = [1 2],/\/:[0.6 o.G]T

Macierz regulatora ma nastepujaca postac:

K = [ 0.03 —-0.1 }

Tworzymy macierz ukfadu rownan

0 1.0000 0
= | —0.1000 —0.4000 1.0000
1.0000  2.0000 0

A B
¢ D

Wyznaczamy wektory rozwiazah

0.1
skad wyznaczamy maciekz= N, + KN, = 0.13
Odpowiedzi uktadow z samym regulatorem od stanu (danegcemadi) i z regulatorem

od stanu z wéciem odniesienia (danego macierzagi N) sa przedstawione na rysunku 6.3.

Jak wid& w przyktadzie 40, dodatkowe przeskalowanie sygnahseieyvegor; przez wy-
znaczona macier¥ zapewnia zerowy uchyb ustalony. Jedrakanalogicznie do uktadéw cat-
kowitego rzedu, metoda ta jest wlava na zmiany parametréow uktadu. Zmiana lub niedo-
kladna znajomgt tych parametrow skutkuje najégej pojawieniem sie niezerowej wasto

uchybu.

6.2 Regulator od stanu wraz z estymacja zmiennych stanu

W przypadku, gdy petny wektor zmiennych stanu nie jest elmsg, w uktadzie sterowania

ze sprzgeniem zwrotnym od stanu naleuzyc estymatora zmiennych stanu. Na rysunku 6.4
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----- wyjscie ukladu z regulatorem K

P — wyjscie ukladu z regulatorem Ki N i
3t i
2r a
1
0 ’ | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
czas [s]

Rysunek 6.3: Odpowiedz skokowa uktadu z regulatorem K ileggrami K i N

przedstawiony jest schemat uktadu regulacji ze sfgag@m zwrotnym od stanu wraz z esty-
matorem zmiennych stanu. W podrozdziale 6.2.1 jako estymzaistat zyty obserwator utam-
kowego rzedu. W podrozdziale 6.2.2 natomiast jako estymadstat ayty Utamkowy Filtr
Kalmana (FKF).

"ot pROSS 2 -

L K & Estymator‘J

o

Rysunek 6.4: Sprzgnie zwrotne od wektora stanu wraz z estymatorem

6.2.1 Regulator od stanu wraz z obserwatorem

Obserwator zmiennych stanu dla dyskretnego uktadu utaregowzedu przedstawiony zostat
w rozdziale 5.1.

Btad estymacji obserwatora zdefiniowany jest nastepujalacja:
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ey = T — Ty,

Réwnanie btedu estymacji jest nastepujace (szczegolgtrz péwnania (5.2), (5.3) i po-

przedzajace):

T
A Cp+1 — Fdek
k+1

Chrl = AYek—H_Z(_l)jT]‘ek—j—i—l

j=1

Prawo sterowania ma posta

uk:rk—Kikzrk—K(xk—ek)

Podstawiajac to prawo sterowania do rownania systemowegtelu, danego Definicja 15,

otrzymujemy

ATz = Axy + Buy, = Az + B(r — K(xp — e)) = (A — BK)xy, + Br + BKe,,

Mozemy teraz réwnanie systemowe modelu i rbwnanie bteduralasera zapisatacznie

jako model opisujacy uktad regulacji wraz z obserwatorem.
x A— BK BK x B
AT i = " + Tk
€k+1 0 A — HC €k 0

Réwnanie charakterystyczne takiego uktadu jest nasagpu;j ,

det(IAY — (A — BK))det(IAY — (A - HC)) =0

Jak wida, zbi6r wart&ci wkasnych uktadu regulacji z obserwatorem jest rownyisuaiio-
row wartcsci whkasnych uktadu z regulatorem i obserwatorazkty wiec proces projektowania
regulatora i obserwatora traktovaupetnie niezakmie, tak jak to ma miejsce przy uktadach

catkowitego rzedu.

Przykiad 41 Regulator od stanu wraz z obserwatorem

Wezmy uktad dany macierzami (taki jak w przyktadzie 26)
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0 —-0.1 0.2 0.6 0

Ad = s B = ’N = s xo =
1 0.15 0.3 0.6 0
¢ o]
Parametry obserwatora sa nastepujace:
0 —0.1 0 0.2 1
Fd = s H = , G = , ey =
1 —-0.6 0.75 0.3 1

Regulator dany jest nastepujaca macierza:

KZ[l.l 0.2]

Na rysunku 6.5 poréwnane sa odpowiedzi: uktadu wraz z reg@atdobserwatorem (z in-
nymi warunkami poczatkowymiziktad) z uktadem docelowym. Na rysunku 6.6 przedstawione

sa zmienne stanu obserwatora i uktadu estymowanego.

T T T
...... wyjscie ukladu z regulatorem
—— wyjscie teoretyczne

-3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 6.5: Odpowiedz ukfadu z regulatorem od stanu wréseraatorem i uktadu zadane-

go.
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T T
------ estymata X1

——oryginalna X

..... estymata X,

——oryginalna X,

_3 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 6.6: Zmienne stanu estymowane przez obserwatoenm@istanu uktadu estymowa-

nego.

6.2.2 Regulator od stanu wraz z FKF

W podrozdziale tym zostanie przedstawiony regulator odwstaraz z Utamkowym Filtrem
Kalmana jako estymatorem zmiennych stanu stochastycamdgdu utamkowego rzedu. Al-

gorytm Utamkowego Filtru Kalmana (FKF) zostat wprowadzenyozdziale 5.2.

Przykiad 42 Regulator od stanu z Utamkowym Filtrem Kalmana

Dany jest uktad okrdony macierzami:

0 —0.1 0.2 0.6 0
Ad = >B = 7-/\[ = y Lo =
1 0.15 0.3 0.6 0
T 0.001 0
C = [ 0 1 } , Elw; wy] = , Elvgrg] = 0.1
0 0.001

Parametry utamkowego filtru Kalmana sa nastepujace:

100 0 0 0.001 0
0 100 0 0.001

To = [07 O]T
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Regulator dany jest nastepujaca macierza:

KZ[l.l 0.2]

““““ wyjscie ukladu z regulatorem
— wyjscie teoretyczne (bez zaklocen)

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 6.7: Odpowiedz uktadu z regulatorem od stanu wrd&zdfaz uktadu zadanego.

4 T

““““ estymata X,

3} | ——oryginalna X

..... estymata x,

——oryginalna X,

1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 6.8: Zmienne stanu estymowane przez FKF i zmienna atdadu estymowanego.

Na rysunku 6.7 poréwnane sa odpowiedzi: uktadu wraz z reg@atarUtamkowym Fil-

trem Kalmana (FKF) (z innymi warunkami poczatkowyn# nktad) z uktadem docelowym.
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Na rysunku 6.8 przedstawione sa zmienne stanu Utamkowego kdtmana (FKF) i uktadu

estymowanego.

Jak wid& na przyktadzie 42, Utamkowy Filtr Kalmana jest bardzytecznym narzedziem

do estymacji zmiennych stanu uktadu utamkowego rzedu ezakiami.

6.3 Regulator samonastrajajacy sie

W podrozdziale tym zostanie pokazargycie estymacji potaczonej nieznanego parametru i
zmiennych stanu uktadu oraz regulatora od stanu do utwiarzegulatora samonastrajajacego
sie. Maze on zosta uzyty w sytuacji, kiedy nie znamy jednego lub wiekszegitoparametrow.

W tym przypadku macierz regulatofé moze zalget od estymowanego parametru i zmignia
sie w zalgnasci od zmiany estymowanego parametru. Koncepcje tenamoozbudowa takze

o estymacje wigkszej ikxi parametréw, a tale o estymacije dualna parametréw i zmiennych
stanu oraz estymacje dualna rzedu i zmiennych stanucéfmra estymacji potaczonej, pole-
gajacej na rozszerzeniu wektora zmiennych stanu o nigzparametr, przedstawiona jest w
podrozdziale 5.4.1. W wyniku poszerzenia wektora stanutgnesvany parametr otrzymu-
jemy nieliniowy uktad utamkowego rzedu, dlatego do estgjnposzerzonego wektora stanu

musi byt uzyty Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana (EFKF), opisany wdpiale 5.3.

Przyktad 43 Regulator samonastrajajacy sie z estymacja potaazoniennych stanu i para-
metrua; .

Dany jest model ok&ony nastepujacymi macierzami:

0 1 0 0.6 0
—-0.1 —-04 1 0.6 0

., 0.001 0
C = |1 2|,Elww] =
0 0.001

s E[kak} =0.1

Dla tak danego modelu i estymacji potaczonej parametraieliniowy model utamkowego

rzedu opisany w przestrzeni stanu dany jest nastepujaco
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ay = |zhal]"
ATay = flay, ug) +wy

k+1

Tpyr = ATx}}UH - Z(_1>jzj1/;}+1—j
j=1
ye = h(zy)+ vy

gdzie

flzy, ug) = —aprY), — a1y, + ug

0

h(zy) = [ngfk + blxg’,k]

N:[O.G 0.6 1}T

Zlinearyzowane macierze dla algorytmu Rozszerzonego @apgo Filtru Kalmana (EFKF)

sa zdefiniowane nastepujaco:

5’F(x,uk)}
F, = |00
Oz w=3Y

0 1 0

w
— —Qap —aq —.172’]C

0 0 0
[OH (x)
H pummy
- 7k
— b by 0]
Parametry EFKF sa nastepujace:
100 0 0
Py = 0 100 O
0 0 10
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0.001 0 0
Q= 0  0.001 0
0 0  0.000001

R=|o01]|

9602{0 0 O]

Macierz regulatorak zdefiniowana jest nastepujaco:
K = [ 0.03 Kk }

gdziek; = 1.3 — ay

Na rysunku 6.9 przedstawione jest poréwnanie odpowiedzi uktadgulatorem samona-
strajajacym sie z odpowiedzia uktadu docelowego (bezdeeak). Na rysunku 6.10 poréwnane
sa zmienne stanu uktadu ze estymatami zmiennych starymaingmi z EFKF. Rysunek 6.11

przedstawia natomiast estymowany paramgte 0.4.

8 \

------ wyjscie ukladu z regulatorem str
6 —— wyjscie teoretyczne (bez zaklocen)

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

czas [s]

Rysunek 6.9: Odpowiedz uktadu z regulatorem STR i uktadazeado.

Jak wida& w przyktadzie 6.3, zaprezentowany algorytm regulatorasestrajajacego sie,

opartego o estymacje potaczona wektora zmiennych st@mszukiwanego parametru, jest
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...... estymata x,

——oryginalna X,
..... estymata x,

—oryginalna X,

| | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 6.10: Zmienne stanu estymowane przez EFKF i zmig¢ane sktadu estymowanego.

0.7

0.6

0.5r

0.4

0.3

0.1j

T T T
— estymowany parametr

| | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
czas [s]

Rysunek 6.11: Estymowany parametrprzez EFKF.

bardzo efektywny. Pomimo zakt4te uzywania estymowanych danych (paramertu) do wy-

znaczania macierzy regulatokg, osiagnieto bardzo wysoka doktadbastymacji nieznanego

parametru. Otrzymano tak bardzo wysoka doktadgbsterowania.
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6.4 Podsumowanie

W podrozdziale tym zostat przedstawiony regulator od stHawlyskretnych uktadéw utamko-
wego rzedu, wraz z jego modyfikacjami. Na poczatku zostagistawiony algorytm sterowania
od stanu dla przypadku, gdy wszystkie zmienne stanu sgost Dla przypadku tego zostaty
pokazane warunki istnienia regulatora i sposoby jego gtoyeania. Wprowadzony zostat tak-
ze regulator od stanu z vagjiem odniesienia. Dla algorytméw tych zostaty przepraoae i
pokazane zaréwno przyktady liczbowe i symulacyjne. Nasite zostat przedstawiony i prze-
analizowany algorytm regulatora od stanu dla przypadky,rge wszystkie zmienne stanu sa
dostepne i wystepuije potrzeba ich estymacji. Do estyimatgnnych stanuzyto estymatoréw,
ktore zostaty przedstawione w rozdziale 5. Byly to: dyskyaethserwator utamkowego rzedu i
Utamkowy Filtr Kalmana. Dla algorytmow tych zostaly przeadzone i pokazane przykiady
symulacyjne.

Na zakaczenie przedstawiono algorytm regulatora od stanu sanstnagajacego sie. Zo-
stat on zbudowany w oparciu o algorytm estymaciji potacgangennych stanu i parametru
ukfadu. Dzieki temu maliwe jest sterowanie obiektu o nieznanych lub zmieniggcsie para-

metrach. Dla algorytmu tego zostaly @kprzeprowadzone i pokazane przyktady symulacyjne.
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Rozdziat 7

Modelowanie, estymacja i sterowanie

uktadu czwornika z superkondensatorem

W rozdziale tym zostana zaprezentowane wyniki eksperyahs® modelowania, estymacji i
sterowania uktadu elektronicznego czwornika z superkosatorem. W podrozdziale 7.1 za-
mieszczone zostanie wprowadzenie do tematyki superksattandw, ich budowy, zastosowa-
nia i dotychczasowych sposobdéw modelowania. PodrozdZAataiviera przeglad otrzymanych
wynikéw eksperymentalnych. Na poczatku przedstawi@eyniki modelowania ciagtego, na
podstawie ktorego przeprowadzone jest modelowanie direkrdlastepnie zaprezentowane sa
wyniki estymacji nieznanych zmiennych stanu uktadu z skqesensatorem, wraz z estyma-
cja dualna zmiennych stanu i rzedu ukfadu. Kolejno pstadione beda rezultaty zastosowa-
nia regulatora od stanu z obserwatorem lub Utamkowym Riltkealmana (FKF) do ukiadu z
superkondensatorem . Na zakaenie zostana przedstawione wyniki zastosowania atayal

samonastrajajacego sie.

7.1 Wprowadzenie do tematyki superkondensatorow

Superkondensatory (nazywane tdtrakondensatorami lub kondensatorami dwuwarstwowymi
(ang. double-layer)) sa elementami elektronicznymi akt@ryzujacymi sie bardzo da po-
jemndscia i gest8cia energii. Pojemrszi typowych superkondensatoréw sa o kilka rzedéw
wielkosci wieksze od pojemrsei kondensatorow elektrolitycznych i wynosza od setnyzg:
§ci Farada do kilku tysiecy Faradoéw. Ich geéstenergii rzedw2 . .. 9 Wh/kg i gestéc mocy
rzedu3...8kW/kg umiejscawia superkondensatory pod tym wzgledem pdmyi tradycyjny-
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mi aluminiowymi kondensatorami elektrolitycznymi a akuatorami.

Superkondensator sktada sie z dwoéch oktadzin zbudowanyepgla aktywowanego na-
saczonego elektrolitem i separatora. Zasada jego dmafpatrz [70]) opiera sie na zjawisku
Helmholz’a, ktéry zaobserwowatge istnieje pewne napiecie graniczne potrzebne do rogpocz
cia elektrolizy. Poriej tego napiecia elektrolit nie przewodzi - zachowugejak izolator. Gdy
do elektrod superkondensatora dotaczymy napiedszei nz graniczne, elektroliza nie nasta-
pi, elektrolit zachowuje sie wtedy jak izolator. Nastay@itomiast przemieszczanie sige jondéw
(dodatnich do elektrody ujemnej i ujemnych do dodatnieg wzgledu na brak elektrolizy na
powierzchni styku elektrolitu i elektrod wytwarza sie 8o cienka powtoka nieprzewodzaca.
Dzieki bardzo matej gruliri tej powtoki i zastosowaniu jako oktadzin wegla aktyveswego,
ktdrego powierzchnia styku jest bardzozdu( 500 — 2000m?/g), mazliwe jest uzyskanie tak

duzych pojemnéci.

separator elektrody nasaczone elektrolitem

<\

oktadziny kondensatora

Rysunek 7.1: Schemat budowy superkondensatora

Na rysunku 7.1 przedstawiona jest schematyczna budowaksuquensatora. Dwie elek-
trody, zazwyczaj wykonane jako warstwy wegla aktywowanegsaczone sa elektrolitem (np.
roztworem kwasu siarkowegf,50,), przedzielone sa separatorem. Ma on postankiej
porowatej membrany. Separator unieriiwia bezp&rednie zwarcie elektrod, uralwia nato-
miast przemieszczanie sie jonow w elektrolicie, ktoryamasaczone obie elektrody.

Na rysunku 7.2 przedstawiony jest schemat procesu tadavgaiperkondensatora. Do okfa-
dzin superkondensatora podtaczono napiecie, ktore ¥ajaouch jondw w elektrolicie. Jony
ujemne przemigcity sie w kierunku elektrody dodatniej, a jony dodatni&ierunku ujemne;.
Na granicy elektrod i elektrolitu tworza sie dwie warstwylzie gromadza sie 8aiki pradu
(elektrony i jony) [70]. Dlatego te superkondensatory nazywane sakendensatorami dwu-
warstwowymi (ang. double-layer). Szczegdtowy opis proeesachodzacych na granicy elek-

trolitu i elektrody znajduje sie w pracy [54]. Szczegotydowy typowego superkondensatora
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separator elektrolit

R

elektrody'

Rysunek 7.2: Schemat tadowania sie superkondensatora

zobrazowane sa w [222].

Gtéwna cecha charakterystyczna w sposobie pracy sapddnsatoréw jest wykorzystanie
przewodn@&ci jonowej elektrolitu (energia magazynowana jest w pragsciu jonow) w porow-
naniu z polaryzacja dipoli dielektryka w tradycyjnych kiemsatorach i energii wiaaghemicz-
nych w akumulatorach. Wykorzystanie ruchu jonow w eleltielpociaga za soba olgene
whasndci elektryczne. Superkondensatory charakteryzujsvige da&t duza rezystancja we-
wnetrzna, od ok. 10@ dla kondensatoréw podtrzymujacych, projektowanych néermeady,
po rezystancje rzedu utamkdwdla kondensatorow projektowanych na wieksze pradyd{rze
amperow). Rezystancja ta jest modelowana jako rezystacpohy szeregowo z superkonden-
satorem. Przy tadowania superkondensatora na tej rexyistachwili poczatkowej odktada
sie napiecie, ktore jest proporcjonalne do tej rezygitamradu tadowania. W tradycyjnych
kondensatorach to zjawisko praktycznie nie wystepujea Mtasn&t superkondensatorow jest
spowodowana wykorzystaniem zjawiska Helmholz’a, poweduajniskie napigecie ich pracy i
przebicia. Obecnie produkowane pojedyncze superkontegsaaja napiecie pracy w gra-
nicach od 2V do 5V. Wiasrit ta bardzo ogranicza maliwe zakresy ich zastosowania. Dla
zwiekszenia tego napigecia superkondensatory taegzeregowo, co jedna& zmniejsza ich
pojemndc, a takze - przy nieréwnomiernym rozktadzie napiemaze spowodowauszkodze-

nia poszczegoélnych elementow (patrz [70]).

Zastosowania superkondensatoréw

Ze wzgledu na swoja dia pojemnéc, przy niewielkich gabarytach, superkondensatory znaj-

duja d&C szerokie zastosowanie w technice.
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Jedna z preniej rozwijajacych sie dziedzin ich zastoséwsa samochody hybrydowe [23,
39, 217]. W samochodach tych przy hamowaniu silnik eleldnyczaczyna pracovegak prad-
nica, generujac krétki, ale o daj wartaésci impuls mocy. Impuls ten jest wykorzystywany do
ladowania superkondensatora. Ze wzgledu na mata spg&wadowanie tym impulsem tra-
dycyjnych akumulatorow bytoby bardzo nieefektywne. Padelprzy rozruchu silnika elek-
trycznego potrzebny jest chwilowy wzrost mocy generowgmegz zrodto. Ten wzrost mocy
osiagany jest poprzez czerpanie jej z superkondensatora.

Innym obszarem zainteresofvaa uktady energoelektroniczne przeksztattnikow en¢egi
lownikéw) z pcsrednim obwodem DC. W tym obwodzie DC superkondensatorawnadiy jest
jako magazyn energii zataczany przy zapadach napigsi@jcego. W pracy [181] przedsta-
wione jest wykorzystanie tego mechanizmu do ptynnego aaisilwindy. W pracach [61, 79]
przedstawione jest wykorzystanie tej koncepcji do filtré@cowych minimalizujacych wplyw
odbiornikéw nieliniowych na sieelektryczna.

Superkondensatory znalazly tmkzastosowanie w elektrowniach wiatrowych [1], gdzie stu-
za do stabilizacji mocy oddawanej do sieci. taduja siggzas porywow wiatru, a roztadowuja
sie podczas chwil ciszy.

Znalazly takze zastosowanie w systemie oszczedzania energii w me@}edzie umiesz-
czone wzdta trasy wagonéw metra, magazynuja energie podczas hanmwagonéw, a od-
daja podczas ich rozruchu.

Maja takze zastosowanie w uktadach elektronicznych jako kondenspbdtrzymujace dla
pamigci czy te catych uktadéw elektronicznych.

W wiekszaci wyzej podanych przyktadéw zastosawkluczowa role odgrywa znajorsd
doktadnego modelu superkondensatora. Znagindmktadnego modelu pozwala na projekto-
wanie bardziej doktadnych uktadéw sterowania. Uktadyst@nia shza na przyktad do stabi-

lizacji napiecia na superkondensatorze, ktorego walsmabserwowane w czasie ich pracy.

Modelowanie superkondensatorow

Wykorzystanie ruchu jondéw w elektrolicie ma jednak wptyw ahyanamike tadowania i rozia-
dowywania superkondensatora, ktéranidsie od dynamiki tradycyjnych kondensatoréw. Mo-
delowanie i opis takich uktadéw saztbardziej skomplikowane. W literaturze mma znalez

wiele sposobéw modelowania superkondensatoréw. Sposahgzina podzielt na nastepujace

grupy:
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1. przy wyciu cztonéw RC
2. przy wyciu sztucznych sieci neuronowych (ANN)

3. przy wyciu uktadéw utamkowego rzedu

Modelowanie przy myciu cztonéw RC polega na dobieraniu bardziej lub mniegatyych
schematow zastepczych, sktadajacych sie z rezystokéwdensatoréw, rzadziej cewek. Przy-

ktady takiego modelowania nzoa znalez w pracach: [18, 22, 57, 70].

ﬁ Ranody

——--—3 — ——
! ! / !
n 3 2 1
/ / / /
——-- ] 1 1
——-- ] 1 1
Cn 03 02 Ol
Rn R3 R2 Rl
—-- 1 1

Rysunek 7.3: Schemat zastepczy superkondensatora

Teoretyczny schemat zastepczy superkondensatora pameglsysunek 7.3. Jest on zio-
ny z dwéch szeregoéw gatezi RC, reprezentujacych zjawiskaadzace na dwoch elektrodach
superkondensatora. Poszczego6lne gatezie RC symbofinigannéci zwiazane z poszczegol-
nymi czesciami porowatej elektrody i ze wzgledu na zalest pojemnéci od napigcia sa nie-

liniowe. Wartcsci rezystancji zakea od [57]:

e rezystancji elektrod

rezystancji elektrolitu

wielkosci poréw w elektrodach

przepuszczalr&zi membrany

doktadndci potaczenia pomiedzy elektroda a oktadzina
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Model teoretyczny jest jednak bardzo trudny do praktycznego zastosowania, dlatego w
literaturze mana spotka wiele rodzajéw uproszczonych schematéw zastepczych?d,867,
70]. Cze&t z nich jest zaprezentowana na rysunku 7.4. Jakmaaauwayc, schematy te przed-
stawiaja ranej dtugéci fragmenty schematu linii dtugiej. Im wiecej gatezistanie wzietych

pod uwage, tym dokfadniejszy model zostaje otrzymany.

REPR HH Iol L 02

ERl ERQ

To 1o 1
neld % 38 O

Rysunek 7.4: Uproszczone schematy zastepcze superkatoliens

Modelowanie przy myciu sztucznych sieci neuronowych przedstawione jestagypf109].
Oprécz opisywania zakmasci dynamicznych pradu do napiecia na superkondensatmade-
lowany jest take wptyw temperatury na te dynamike. Do modelowarzgto trzywarstwowej
rekurencyjnej sieci neuronowej, jako funkcje nielineywzyjeto funkcje tangensa hiperbolicz-
nego. W artykule tym zostaty przedstawione rzeczywisteikriynodelowania superkondensa-
toréw o wartéciach 2700F i 3700F.

W pracach [171, 216] zostat przedstawiony bardzo efektyspgsob modelowania przy
uzyciu uktadéw utamkowego rzedu.

Whyniki zawarte w pracy [171] pokazujae dla matych czestotliveei (od 50mHz do 215mHz)
przedstawiony w niej superkondensatorzadyc bardzo doktadnie modelowany nastepujacym

czlonem:

k
(Jw)e
gdziea jest rzedem tego uktadu bliskim jedsw (w pokazanym przypadku = 0.972).

Z = Rs+

(7.1)

Natomiast dla czestotlivgzi od 450mHz do 100Hz rzad modelowanego uktadu jest bliski

potowkowemu (w danym przypadku = 0.55).
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Dla petnego zakresu czestotligm autorzy wprowadzili nastepujacy model:

k(L+j2)"
(Jw)?
gdzie« jest bliska potowie (dla najdoktadniejszej identyfikagji= 0.5190, aj jest bliska

Z =R+ (7.2)

jednasci (dla najdoktadniejszego przypadku identyfikatj= 0.9765.

Mozna stad wnioskowa ze superkondensatory dla matych czestotlisianaja dynamike
bardzo zblzona do tradycyjnych kondensatoréw (pomijajaz@&wartéci R,). Natomiast dla
wyzszych czestotlingci konieczne jest pwykorzystanie do opisu rachunkuzriiczkowego

utamkowego rzedu.

7.2 Omowienie uktadu déwiadczalnego

Schemat uktadu przedstawiony jest na rysunku 7.5. Ukleatiskéie ze wzmacniacza operacyj-
nego, ktory pracuje w uktadzie wtérnika napieciowegoystara R pomiaru pradu i superkon-
densatora C, bedacego gtéwnym elementem uktadu. Ze dizgig dze wartdci pojemn&ci
superkondensatora i spodziewaneelprady tadowania takiego kondensatora zastosowano wy-
sokopradowy wzmacniacz operacyjny OPA 544 [24] (maksysakad wypgciowy 2A). Jako
superkondensator zastosowano superkondensator 0.22kr&ny Panasonic. Jest to superkon-
densator zaprojektowany do matego poboru pradu, jegcstazgja wewnetrzna (wg danych
producenta) jest nie wiekszazii52 przy czestotliwéci 1kHz.Zywotndst tego superkonden-
satora oceniana jest na 1000h. Po tym czasielimg spadek pojemnr&ci wynosi 30% przy
czterokrotnym wzrécie rezystancji wewnetrznej. Jego szczego6towe danepiostsa w pra-
cach [151, 152].

Aby skompensow@awptyw duzej rezystanciji wewnetrznej tego superkondensatora makwy
skoku jednostkowego (da wart®&C napiecia na kondensatorze w chwili poczatkowej), zasto
sowano dét duza wartd rezystorak = 18012. Dzigki temu powstaje dzielnik napiecia, ktory
obniza napiecie na kondensatorze w chwili przgaia napiecia do czwoérnika.

Do pomiaru, zadawania najgig¢ implementacji regulatoréw zastosowano karte DSpace

DS1103 PPC Control Card [44]. Karta ta posiada:

e procesor PowerPC PPC604e

e pamig 256Kx64-bit lokalnej pamieci SRAM (2 MB), 16Mx64-bit glolnej pamieci
SDRAM (128 MB)
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Rysunek 7.5: Schemat uktadu pomiarowego

kontroler przerwa, 22 zrédta przerwa 4 przerwania zewnetrzne

przetwornik ADC 16 bit, 4x4 multipleksowany (razem 16 #j zakres wejciowy+10 - - -
v

przetwornik ADC 12 bit, 4 wecia, zakres wégiowy+10--- — 10V
przetwornik DAC 14 bit, 8 wygc, zakres wygciowy+10--- — 10V

6 wejst dla enkoderdow inkrementalnych cyfrowych

wejscie dla enkodera inkrementalnego analogowego

32 wepcia/wypcia cyfrowe

interfejsy CAN i RS232

Dodatkowy procesor Texas Instruments TMS320F240 DSP 20 kéizerajacy:

— 12 wyjst PWM

— 16 weft przetwornika ADC

Jest ona wykonana w postaci karty ISA i ama ja zainstalowaw komputerach typu PC

wyposaonych w to ztacze lub komputerach przemystowych (andk bax) takze wyposao-
nych w slot ISA. Do karty dotaczone jestodowisko ControlDesk [43, 45, 46]. odowisku

tym mazemy tworzyg programy w jezyku C, kompilowza tadowa je na karte. Po zatadowaniu

na karte sa one wykonywane. W programie ControlDeskemy nie tylko obserwowa(archi-

wizowat) przebiegi danych zmiennych programu, alezeakmienié ich wartéci w trakcie
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wykonywania danego programu. Ualiwia to Host Interface, przez ktésrodowisko Control-
Desk ma dostep do komérek fizycznej pamigci karty zmie przez ten interfejs odczytywa
zmienie.

Dodatkowo wsrodowisku ControlDesk znajduja sig biblioteki dla Simké [46]. Zawie-
raja one port dla Toolbox’a Real-Time Workshop do generamjlu zrodtowego na te karte.
Umoazliwia to bardzo szybkie i efektywne wygenerowanie kodadtowego w C z danego ukta-
du blokéw danych w Simulinku. Dodatkowo biblioteka zawiblaki dla Symulinka realizujace
urzadzenia wéicia/wygcia karty (bloki przetwornikbw ADC, DAC itd.). Port dla Sittika ge-
neruje take automatycznie plik z rozszerzeniem *.trc, ktéry zawigsaystkie etykiety sygna-
léw, a takze parametry i sygnaty blokéw. Plik ten jest nasteprigwany przy automatycznej
kompilacji, linkowaniu i fadowaniu programu, aby udosigppézniej te zmienne 8rodowi-
sku.

Do symulacji dyskretnych uktadéw utamkowego rzedwytam specjalnie do tego celu na-
pisanego zestawu procedur i blokow (ang. toolkit) [191wigma on bloki napisane w postaci
C-MEX S-funkcji [110] realizujace dyskretny uktad utamkego rzedu opisany w przestrzeni

stanu i Dyskretny Utamkowy Filtr Kalmana.

7.3 Wyniki eksperymentalne modelowania

W rozdziale tym zostana przedstawione wyniki modelowakitadu superkondensatora i ukta-
du czwoérnika z superkondensatorem. Podrozdziat 7.3.1lexzawvyniki modelowania uktadu
superkondensatora na podstawie charakterystyki widmoldaepu ciagtego utamkowego rze-
du. Podrozdziat 7.3.2 zawiera wyniki takiego samego typdehmvania dla uktadu czwérnika
z superkondensatorem. Modelowanie przeprowadzone w tadriatach ma za zadanie wy-
znaczenie struktury (rzedu) uktadu. Struktura ta (rzadtata przyjeta do rozweah w podroz-
dziale 7.3.3, ktory zawiera wyniki modelowania uktadu cemiba z superkondensatorem przy

pomocy dyskretnego uktadu utamkowego rzedu opisanegaespzeni stanu.

7.3.1 Charakterystyki czestotliwgciowe superkondensatora

Transmitancja widmowa superkondensatora zostata pgezjgko




gdzieU,c(jw) jest transformata widmowa napiecia na superkondersgtal (jw) trans-
formata widmowa pradu.

Parametry uktadu:

C =0.22F R =180

Ze wzgledu natozsuperkondensator jest kondensatorem elektrolitycznyone on przyj-
mowet tylko napiecia dodatnie. Dlategozt¢gako sygnat wejciowy uktadu ayto sygnatu ze
skitadowa statai(t) = 0.2 4+ 0.1sin(wt). Napiecie na superkondensatorze (w stanie ustalo-
nym) jest w tym przypadku..(t) = 0.2 + A.(w)sin(wt), a prad tadowania superkondensatora
i(t) = Aj(w)sin(wt).

Wzmocnienie uktadu dla danej czestotl®adwyznaczano jako

Ac(w)
Aj(w)

skad wyznaczono charakterystyke czestotiisiowa obiektu

Alw) =

M (w) = 20log(A(w))

Zmierzone dane eksperymentalne zostaly przedstawionebeliTal, a graficznie zostaty

przedstawione i porownane z charakterystyka transnjiteearetycznej na rysunku 7.6.

w[Hz] | 0.004|0.0.01| 004 | 01 | 04 | 1
M(w) | 48.92| 44.10 | 40.27 | 37.84| 34.72| 33.30
d(w) | -64.19| -44.41| -30.64| -25.89| -18.71| -14.03
w[H2 | 4 10 | 40 | 100 | 400
M(w) | 31.90| 31.36 | 31.04 | 30.50 | 30.38
é(w) | -8.37 | -6.14 | -5.07 | -3.68 | -1.86

Tabela 7.1: Zmierzone waoi wzmocnienia uktadu superkondensatbfav) w zalezndsci od

czestotliwéci

Transmitancja modelu zostata przyjeta jako

G(s) = K (1 + Tllsa)
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W wyniku identyfikacji parametrow modelu na podstawie dapamia do charakterystyki
rzeczywistej otrzymano nastepujace parametry modelgiego:

K =30.63,1y =1.57,a = 0.45

50 [ —— ey
) : —— Charakterystyka rzeczywista
= 4 X e Charakterystyka teoretyczna| |
3
5 40 7
g
8 35t 1
N
30 | | | Ll L
10° 107 10" 10° 10" 10° 10°
Czestotliwosc [Hz]
0
=
s-200 1
_% ““““““““““““““““ —— Charakterystyka rzeczywista
8 -40- 7 e Charakterystyka teoretyczna|
=
© -60- :
10° 107 10" 10° 10" 10° 10°

Czestotliwosc [Hz]

Rysunek 7.6: Charakterystyka logarytmiczna czestofisimva amplitudowa i fazowa super-

kondensatora 0.22 F i charakterystyka teoretyczndddta 30.63, 77 = 1.72 a = 0.45

7.3.2 Charakterystyki czestotliwgciowe czwornika z superkondensato-

rem

Transmitancja widmowa czwornika z superkondensatoretatzosdefiniowana jako

G () = %é{:‘;)

gdzieU,c(jw) jest transformata widmowa napiecia na superkondersatal (jw) trans-

formata widmowa napigecia wa&giowego.

Model teoretyczny zostat przyjety jako

SN Guc(s)
Ge.(jw) = T1Gu(s)

W wyniku identyfikacji parametréw modelu na podstawie dapamia do charakterystyki

rzeczywistej otrzymano nastepujace parametry modelgiego:
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wi[Hz) | 0.004| 001 | 004 | 01 | 04 1

M(w) | -2.95 | -5.86 | -8.47 | -10.19| -12.59| -13.74
o(w) | -64.19| -44.41| -30.64| -25.89 | -18.71| -14.03
wlHz] | 4 10 | 40 | 100 | 400
M(w) | -14.90| -15.36| -15.62| -16.08| -16.18
olw) | -8.37 | -6.14 | -5.07 | -3.68 | -1.8

Tabela 7.2: Zmierzone wa®&oi wzmocnienia uktadu czwoérnika z superkondensataré(w)

w zalezndsci od czestotliwsci

K =3023,T, =172, « = 0.45

— Charakterystyka rzeczywista
-5 NN e Charakterystyka teoretyczna|

20log(A(w)) [dB]
5

_15 - -
_20 L ol L ol L ol L ol L ol L L
10° 107 107 10° 10" 10> 10°
Czestotliwosc [Hz]
0
e
D, -20F e .
g — Charakterystyka rzeczywista
) -400 7 | Charakterystyka teoretyczna| |
(2]
© -60 :
10 107 107 10° 10" 10° 10°

Czestotliwosc [Hz]

Rysunek 7.7: Charakterystyka logarytmiczna czestofisimva amplitudowa i fazowa uktadu

czwornika
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7.3.3 Modelowanie za pomoca dyskretnego modelu utamkowego rzedu

opisanego w przestrzeni stanu

Na podstawie danych zidentyfikowanych w podrozdziale 7n8a2emy napisa nastepujacy

model ciagly utamkowego rzedu:

d(].453j
—o = laoole(t) + boJu(?)
y = [colx(t) + [do|us

Modelowanie praktyczne takiego uktadu neonie by proste, a uzyskany model jest trud-
ny do wykorzystania ze wzgledu na ta,niezerowy elemeni, moze powodowa powstanie
petli algebraicznej (ang. algebraic loop) przy uktadzer@vania od wygcia. Bezpérednia,
algebraiczna zaost pomigdzy we§ciem i wypciem uktadu oraz bezprednie, algebraiczne
potaczenie pomiedzy w§giem i wegciem uktadu (petla sprzenia zwrotnego) jest np. nie-
mozliwa do symulacji w Simulinku.

Dlatego zatamy, ze ukfad ten bedziemy opisywayskretnym modelem utamkowego rzedu
opisanym w przestrzeni stanu z dwoma zmiennymi stanu iemnedbu rowna rownycha =
0.2.

Zidentyfikowane na podstawie minimalizacji btedu odpayzienodelu dane to:

B = T, =01 (7.3)

1

0 1
Ay =
0.03531171270826 0.00181484140434

C = [ —0.01862377766114 0.18843211184930 ] D = [ 0 } ,a=02 (7.4

Wartcsci wkasne macierzyl; + nl sa nastepujace:

. 0.01299111986430
eig(Aqg+nl) =
0.38882372154004

Macierz sterowalngci zidentyfikowanego modelu jest nastepujaca:

S=|B B |-

0 1
1 0.20181484140434

rank[S| = 2
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Uktad jest wiec sterowalny.

Macierz obserwowalr&zi tego modelu jest nastepujaca:

0 C —0.01862377766114 0.18843211184930
CP(1) 0.00292910506641  0.01940461910721
rank|[O] = 2

Uktad jest wiec obserwowalny.

Wynik modelowania przedstawiony jest na rysunkach 7.8.iRy8unek 7.8 przedstawia po-
réwnanie zmierzonego sygnatu \@gjowego i sygnatu wgciowego modelu na ten sam sygnat
wejsciowy. Przedstawiony sygnat véejowy nie zawiera offsetu o wa&oi —2V/, ustawiajace-
go poziom zerowy sygnatu na rzeczywistej wadi® Voltéw. Rysunek 7.9 przedstawia nato-
miast wynik btedu modelowania, bedaceganita pomigdzy sygnatem wsgiowym zmierzo-
nym a sygnatem wgciowym zidentyfikowanego modelu. Jak mma zauwayc¢, modelowanie
uktadem utamkowego rzedu dato bardzo dobre rezultatyd Btadelowania w wigksA&zi nie
przekracza wartri 0.02. Wigksze wartéci bledu modelowania rejestrowane sa tylko w chwi-
lach zmiany sygnatu sterujacego. Spowodowane jest tggmieym upraszczajacego modelu bez
macierzyD.

Do identyfikacji przyjeto regulatorowa postanodelu w przestrzeni stanu. Wybor ten po-
woduje,ze zmienne stanu uktadu nie maja swojej interpretacii fimgg. Interpretacja fizyczna
zmiennych stanu zostata tak utracona przy przyjeciu modelu pozbawionego maciédzy

zawierajacego dwie zmienne stanu.
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sygnal [V]

T T T T
wyjscie ukladu identyfikowanego
——wyjscie modelu zidentyfikowanego
------ sygnal wejsciowy

2 : : \

sygnal [V]

- - - I L : | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.8: Wynik identyfikacji uktadu czwérnika

0.03 ‘ ‘ ‘
— blad identyfikacji

0.02-

0.01+

-0.01

-0.021-

| |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

-0.03 I I I I

Rysunek 7.9: Wynik identyfikacji uktadu czwornika - btad netmlvania
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7.4 Wyniki eksperymentalne estymaciji uktadu czwornika z
superkondensatorem

W rozdziale tym przedstawione zostana wyniki estymacijiezmych stanu uktadu czwornika
z superkondensatorem. Zmienne stanu tego uktadu, jak tataasznaczone w poprzednim
rozdziale, nie sa mierzalne, dlatega i ich estymacji (odtworzenia) musi zostayty esty-
mator. W podrozdziale 7.4.1 przedstawione sa wyniki eatsjnzmiennych stanu przyzyciu
dyskretnego obserwatora utamkowego rzedu. W podrozlZidl2 natomiast przedstawione sa

wyniki estymacji zmiennych stanu przyyciu dyskretnego Utamkowego Filtru Kalmana.

7.4.1 Estymacja przy wyciu obserwatora

Dyskretny obserwator uktadéw utamkowego rzedu zostabwpdzony i przedyskutowany w
rozdziale 5.1. W podrozdziale tym zostanieyty do estymacji nieznanych, niemierzalnych
zmiennych stanu uktadu czwdérnika z superkondensatorem.

Wartcosci wiasne modelu dyskretnego uktadu czwornika, danegoaévami 7.3 i 7.4, sa

rowne

eig/A, + diag N)] = [0.013  0.389]

Promien stabilngci, okreslony Twierdzeniem 16, dla takiego modeli i= oo rowny jest
0.2.
Dobierzmy wart&ci wtasne dla obserwatora, w taki sposob, aby zapestabiln& asymp-

totyczna réwnania btedu, a taé& odpowiednia szyblg odtwarzania zmiennych stanu.

eiglF + diag V)] = [0.117  0.0039)]

Wybor takich wart&ci wlkasnych macierzy obserwatoFaimplikuje nastepujace warkgi

macierzy obserwatora:

o [ 0.30530170627342 2.08898904996778} . [o]
0.09328584555151 —0.58475725385212 1
L _16.39311378327184]
3.11290941602129

210



Rysunki 7.10 i 7.11 przedstawiaja wyniki estymaciji niermaénych zmiennych stanu przy
uzyciu dyskretnego obserwatora utamkowego rzedu. Rysurdé€korzedstawia estymaty zmien-
nych stanu uktadu po okresie adaptacji (po kilku przebiegakwencji sterujacej). Jak mo
na na nim zauwayc, zerowemu sygnatowi sterujacemu (zadawanemu na paczgkwencji)
odpowiada niezerowa zmienna stanu Jest to spowodowane pewna bardzo mata niezerowa
wartdscia stata (ang. offsetem) sygnatu @gijowego. Napigecie na superkondensatorze po roz-
tadowaniu do0V' (w rzeczywist&ci do 2V) nie jest rown@V/, ale jest szumem o wagoi
oczekiwanej bliskiej zeru, ale nie zerowej. Wétdego offsetu jast inna dla kdego prze-
biegu i dlatego bardzo trudna do eliminacji. Rysunek 7.1kgstawia natomiast poréwnana
odpowiedz uktadu z odpowiedzia modelu przy tak odtwoyntrzmiennych stanu. Jak maea

zauwayc, sygnaty te bardzo dobrze sobie odpowiadaja.

1.6 \ T
— eStymata Xl

1.4r - - -estymata x, I

|
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [s]

Rysunek 7.10: Wynik estymaciji uktadu czwornika przyciu obserwatora (estymaty uktadu)

7.4.2 Estymacja przy wyciu Utamkowego Filtru Kalmana (FKF)

Utamkowy Filtr Kalmana zostat przedstawiony i przedyskvaay w rozdziale 5.2. W tym pod-
rozdziale przedstawione zostanigyaie Utamkowego Filtru Kalmana do estymacji nieznanych
zmiennych stanu uktadu czwornika z superkondensatorem.

Dla ukfadu zidentyfikowanego w rozdziale 7.3.3, ha podstasgzacowania wariancji sy-
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05 T T T
- - -sygnal wejsciowy
——wyjscie ukladu estymowanego

045~ estymata wyjscia ukladu |

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

Ol L L L 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

Rysunek 7.11: Wynik estymacji uktadu czwérnika przyaiu obserwatora (wggie uktadu)

gnatéw (take btedu modelowania), olg®ne zostaty nastepujace parametry filtru FKF:

100 0 0.01 0
P = Q= ,R=10.01];
0 100 0 001

To = [07 O]T

Rysunek 7.12 przedstawia odtworzone zmienne stanu uktallwidet, w poréwnaniu do
estymat uzyskanych przy pomocy obserwatora, brak jest @emartdsci sktadowej statej. Jest
to najpewniej spowodowane zakniem zerowej warfxi oczekiwanej szumu w§giowego i
zmiennych stanu, jakie zostato wykonane przy wyprowadralgorytmu FKF. Rysunek 7.13
natomiast przedstawia poréwnanie zmierzonej odpowiddanu z odpowiedzia wyznaczona z
odtworzonych zmiennych stanu. Mioa na nim zauway¢ wiekszy btad i w przypadku obser-
watora. Jest to tadle spowodowane istnieniem, trudnej do eliminacji, sktagjostatej sygnatu

wyjsciowego uktadu.

7.4.3 Estymacja rzedu uktadu

Estymacja dualna wektora zmiennych stanu i rzedu uktagtaei przedstawiona w rozdziale

5.4.2. W tym podrozdziale zostanie ona zastosowana dlaluldawodrnika z superkondensa-
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12 \ \
——estymata x|

- /1t | estymata X, | -

| |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.12: Wynik estymacji uktadu czwérnika prayaiu FKF (estymaty uktadu)

25 T T T
------ sygnal wejsciowy
——wyjscie ukladu estymowanego
2 - estymata wyjscia ukladu ]
15} 1
1 | RAREY -

sygnal [V]

| |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.13: Wynik estymacji uktadu czwérnika prayaiu FKF (wyjscie uktadu)

torem. W estymacji dualnej oddzielne filtrgyte sa do estymacji zmiennych stanu i estymacji
parametru (rzedu ukfadu).

Do estymacji zmiennych stanwzyty zostat Utamkowy Filtr Kalmana o nastepujacych pa-
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rametrach:

100 0 0.03 0
PO - QO -
0 100 0 0.03

2o = [0,0], R = [0.04]

Do estymacji rzedu uktadu zostakyty Utamkowy Filtr Kalmana oparty o transformacije

"Unscented" o nastepujacych parametrach:

w=n|

Py = [ 10 } Qo = [0.00001 }

wo = [0], R = [0.04],a = 0.01

0.5 —estymowany rzadn| |
------ rzad n=0.2
0.4 i
0.3F i
0.2
0.1 i
! ! ! |

| |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.14: Wyniki estymacji dualnej rzedu uktadu (ra&thdu).

Na rysunkach 7.14 i 7.15 przedstawione sa wyniki estynaglnej (rzedu i zmiennych
stanu) uktadu czwérnika z superkondensatorem.
Rysunek 7.14 przedstawia wynik estymacji rzedu uktadunda¢na zauwayc, estymowa-

ny rzad d& szybko osiaga wartdb n = 0.2. Rysunek 7.15 przedstawia natomiast zmienne
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12 \ \
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estymowana| |

—_X
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_____ X, oryginalna

N N R

estymowana|

—_X

| |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.15: Wyniki estymacji dualnej rzedu uktadu (zmestanu).

stanu uktadu estymowane w procesie estymacji dualnejwtde ze zmiennymi stanu esty-
mowanymi przez FKF przy zakeniu znajoméci rzedu. Jak mmna zauwayc, estymaty zmien-
nych stanu po krétkim okresie adaptacji (osiagnieciaaopej wartéci estymowanego rzedu),
osiagaja wartsci praktycznie identyczne z wagttiami estymowanymi przy znajorsai rzedu
uktadu.

215



7.5 Wyniki eksperymentalne sterowania przy wyciu regula-
tora od stanu dla uktadu czwornika z superkondensato-

rem

W rozdziale sa przedstawione wyniki zastosowania regrdabd stanu do uktadu czwornika
z superkondensatorem. Zmienne stanu uktadu sa niemrmerzadlatego musi lyyzastosowany
estymator zmiennych stanu. W podrozdziale 7.5.1 do estyaraennych stanu zastosowano

obserwator, a w podrozdziale 7.5.2 Utamkowy Filtr KalmaREF).

7.5.1 Regulator od stanu z obserwatorem

Regulator od stanu wraz z obserwatorem utamkowego rzedugstymatorem zmiennych sta-
nu zostat przedstawiony i przedyskutowany w rozdzialel6 &/ podrozdziale tym zostanie on
wykorzystany do regulacji napiecia na superkondensatooiaczonym w ukfad czwérnika. Za-
daniem sterowania jest ksztattowanie dynamiki napieaiauperkondensatorze dozaalanego
potozenia biegunéw uktadu.

Zatézmy, ze paadane wartsci wiasne uktadu z regulatorem dane sa nastepujaco:

0.22687024714910 + 0.163446986057557
0.22687024714910 — 0.16344698605755%

Uzyskujemy w ten sposéb nastepujaca macierz regutatora

K =1[0.05 0.05]
Parametry obserwatora to:
P 0.30530170627342 —2.08898904996778 a 0
0.09328584555151 —0.58475725385212 ’ 1

H =
3.11290941602129

16.39311378327184 ]

Wyniki dziatania regulatora od stanu wraz z obserwatoremdwoane z teoretyczna odpo-
wiedzia uktadu zamknietego pokazane sa na rysunku Ra6ysunku 7.17 natomiast przed-

stawiono wartéci sygnatu wejciowego do uktadu podawanego przez regulator.
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T T
------ sygnal zadany
——wyjscie ukladu
teoretyczne wyjscie ukladu| |

sygnal [V]

- : | o :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.16: Wynik sterowania od stanu uktadu czwérnikezvezrabserwatorem (w§gie
uktadu)

25 ‘ ‘
------ sygnal zadany
1 ——wejscie ukladu| |
1.5 |

sygnal [V]

L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]

Rysunek 7.17: Wynik sterowania od stanu uktadu czwornikazver@bserwatorem (wsgie
uktadu)
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Jak wid&, doktadn@&t sterowania jest bardzo wysoka, jedynie przy zmianachaygte-
rujacego da sie zauwgt bardzo mate niedoktadgoi. Spowodowane jest to przyjetymi zato-

zeniami upraszczajacymi przy modelowaniu (pominiecaeierzy D).

7.5.2 Regulator od stanu z FKF

Regulator od stanu z Utamkowym Filtrem Kalmana jako estynesozmiennych stanu zostat
przedstawiony w rozdziale 6.2.2. W tym podrozdziale zastaastosowany do ksztattowania
dynamiki napigcia na superkondensatorze potaczonymtadudzwornika z rezystorem.

Macierz regulatora jest nastepujaca:

K =10.05 0.05]

Parametry FKF to :

100 0 001 0
0 100 0 0.01
xo = [0,0]"

2 - = T T
: R T sygnal zadany
——wyjscie ukladu
- teoretyczne wyjscie ukladu| |

sygnal [V]

-1 | e | | L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [s]

Rysunek 7.18: Wynik sterowania od stanu uktadu czwérnikayziem FKF
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25 \ \
------ sygnal zadany
—— wejscie ukladu| |

sygnal [V]

-2 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

Rysunek 7.19: Wynik sterowania od stanu uktadu czwérnikayziem FKF

Rysunki 7.18 1 7.19 przedstawiaja wyniki dziatania regotatod stanu wraz z Utamkowym
Filtrem Kalmana (FKF) poréwnane z danymi teoretycznymegrétyczna odpowiedzia uktadu
na dane wymuszenie). Jak arm@ zauwayC na rysunku 7.18, doktaddbsterowania jest mniej-
sza nk dla przypadku z obserwatorem, jedralnadal jest bardzo wysoka. Jest to analogiczny
rezultat, jak dla przypadku samej estymaciji i podobnie m@zek z nieznaczna sktadowa stata
sygnatu wygciowego (napigecia na superkondensatorze). Ma toetaliazek z uproszczenia-
mi przy modelowaniu, pomijaniem macier?y. Mata wart&t zaszumienia tae powodujeze
algorytm obserwatora nie traci swojej skuteczeioW tym akurat przypadku, algorytm obser-
watora uzyskuje doktadniejsza estymacje, jedeakie oznacza t@e algorytm Utamkowego
Filtru Kalmana jest gorszy od algorytmu obserwatora. Gdgagzumienie byto wigksze lub
nie bytoby sktadowej statej, algorytm Utamkowego Filtrulfana z pewngcia okazat by sie

bardziej skuteczny.

7.5.3 Estymacja potaczona i regulator samonastrajajacy sie

Regulator samonastrajajacy sie oparty o estymacjecpof@ stanu i parametru uktadu przed-
stawiony zostat w rozdziale 6.3. W podrozdziale tym zostaastosowany do ksztattowania

dynamiki uktadu czwérnika z superkondensatorem oraz estjimieznanych zmiennych stanu
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| parametru tego uktadu.
Dla modelu danego w podrozdziale 7.3.3 i estymacji potaegparametru; nieliniowy

model utamkowego rzedu opisany w przestrzeni stanu datygstepujaco:

zy = lzpa]”
ATx};’H = flay, ug) + wy

k+1
w _ T, w IV . W
Ty = Atapyy — E (—1) zjk—l-l—j

=1
ye = h(zy) + v

gdzie

flzy, ug) = —apTY) — a1 Ty, + U

0

h(zy) = [boxfk + blngk}

NZ[O.Q 0.2 1}T

Zlinearyzowane macierze dla algorytmu Rozszerzonego Uarago Filtru Kalmana (EFKF)

sa zdefiniowane nastepujaco:

_8F(x,uk)}
F, = |00
Oz T=gY

0 1 0

Parametry EFKF sa nastepujace:
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100 0 O

Py = 0 100 O
0 0 10

0.01 0 0

Q= 0 0.01 0

0 0 0.0001

R=1 001 |

IOI[O 0 0.02}

Macierz regulatords zdefiniowana jest nastepujaco:
K = [ 0.05 ky }

gdziek; = 0.048185 — a,

Rysunek 7.20 przedstawia wyniki zastosowania samongsicego sie regulatora od sta-
nu zmierzone na poczatku dziatania algorytmu. Jakmaozauwayc, w poczatkowej fazie
procesu sterowania dynamika (odpowiedz) uktadu zandggeznaczaco odbiega od dynamiki
teoretycznejfadanej). Dynamika zmian (adaptacji) estymowanego petrammae byt ksztat-
towana przy pomocy odpowiednich zmian w macie€zy P. W tym eksperymencie macierze
te zostaly tak dobrane, aby lepiej uwidodzproces adaptacji estymowanego parametru.

Rysunek 7.21 przedstawia wyniki zastosowania samongsicago sie regulatora od stanu
zmierzone po okresie adaptacji algorytmu. Jaknazauwayc, dynamika (odpowiedz) uktadu
Z regulatorem samonastrajajacym sie odpowiada bardzaditie dynamice ukfadu teoretycz-
nego (lepiej it przy zastosowaniu tylko FKF). Estymowany parametustabilizowat sie w
granicach—0.02 (lekko oscylujac w tych granicach, szczegdlnie przy simgmianach sygna-
lu sterujacego). Wara znacznie odbiega od modelu zidentyfikowaneg0.(018). Patrzac
jednak na ogdlne wyniki sterowania @ przypuszcia ze algorytm estymacji potaczonej w

tych warunkach otrzymat bardziej efektywny model, jakkelkvzmienny w czasie.
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““““ sygnal zadany
——wyjscie ukladu
- teoretyczne wyjscie ukladu| |

1.5r

: : B! 1 | E |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [s]

0.2 T T T
““““ estymowany parametr a,

——uzyskany k
0.15 4 V5

0.1

0.051 1

sygnal [V]

-01F ]

_015 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

sygnal [V]

_2 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

Rysunek 7.20: Wyniki dziatania regulatora samonastregga sie w okresie adaptacji
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““““ sygnal zadany
—wyjscie ukladu

1.5r . 7
teoretyczne wyjscie ukladu
1k i
=
©
c
j=2]
>
0
0.5 § .
-1 L B o L L o 1 I S L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
czas [s]
008 T T T T T T T T T T
W
0.061 B
““““ estymowany parametr a,
0.04f —uzyskany k1 4
=
® 0.02F R
[=d
>
"
ok i
=0.028 T ]
_004 L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

czas [s]

sygnal [V]

_2 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

czas [s]

Rysunek 7.21: Wyniki dziatania regulatora samonastrega sie po okresie adaptacji
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7.6 Podsumowanie

W rozdziale tym zostaty przedstawione wyniki eksperymimgtanodelowania, estymaciji i ste-
rowania uktadu czwornika z superkondensatorem. Model@vparzedstawione w rozdziale
7.3.1 pokazato dza doktadn& modelowania przy zyciu dyskretnego modelu utamkowego
rzedu opisanego w przestrzeni stanu, a tym samyna deyteczn@&e tego modelu do modelo-
wania rzeczywistych uktadéw. W rozdziale 7.4 zaprezentenzostato wykorzystanie przed-
stawionych w rozdziale 5 algorytmow estymacji zmiennyamst takich jak obserwator utam-
kowego rzedu i Ulamkowy Filtr Kalmana. Osiagniete wyiplotwierdzity skuteczngt stoso-
wania tych algorytméw dla rzeczywistego obiektu estymésjiczegolnie istotny, Bwietle
pbézniejszych badg jest wynik estymacji rzedu uktadu. Jest on interesuge wzgledu na
zwiazek rzedu uktadu z czasemytkowania superkondensatora. Im z#j jest wytkowany,
tym jego rzad bardziej zbda sie do jedngci. MazliwoS¢ wyznaczania tego, jak dtugo dany
superkondensator rae petn€ swoja role, mae byt bardzo ayteczna z praktycznego punktu
widzenia. Modelowanie to i estymacja ta megpetn€ gtéwna role w systemach detekcji btedoéw
(ang. fault detection), wykrywajacego anomalie i btedteny pracy uktadéw z superkondensa-
torami. Jest to szczeg6lnie wee przy zespotach superkondensatoréw potaczonychgexeoe
(dla zwigkszenia napigcia pracy), w ktérych awaria jegnsuperkondensatora @®spowodo-
wac uszkodzenie dalszych. W rozdziale 7.5 zostato przedstemivykorzystanie algorytmow
sterowania od stanu, przedstawionych w rozdziale 6. Jakoesory zostaty myte algorytmy
obserwatora utamkowego rzedu, Utamkowego Filtru KalmiaRazszerzonego Utamkowego
Filtru Kalmana przy estymacji potaczonej. Wyniki fakpotwierdzity bardzo dia efektywn&c
tych algorytméw w zastosowaniu do rzeczywistego obiekakin byt czwornik z superkon-
densatorem. W dalszych pracach szczeg6lnie interesojaoge sie maliwost wykorzystania
teorii ukladéw dodatnich utamkowego rzedu do modelowarsirowania uktadami z super-
kondensatorami [86]. Tale interesujace jest zastosowanie sterowania gciesn odniesienia,
ktérego nie ayto ze wzgledu na zbyt de przeskalowywanie sygnatu sterujacego, powodujace

przekraczanie dopuszczalnych sterowa
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Rozdziat 8

Zakonczenie

W pracy wprowadzony zostat dyskretny model dynamiczny Wamego rzedu opisany w prze-
strzeni stanu. Zostaty podane warunki g{legace podstawowe wlassm systemowe tego mo-
delu. Dla osiagaln&ci, obserwowaln&ci i stabilngci zostaty podane warunki konieczne i wy-
starczajace. Dla sterowal&a — tylko warunki konieczne. Zostato podanezalproste w myciu
kryterium stabiln&ci, podajace fragment obszaru stabiiciagraniczony okregiem o podanym
przez to kryterium promieniu. Podanie kryterium podajgcdoktadniejszy obszar stabilem
bedzie celem dalszych baua

Dla modelu tego zostaly podane algorytmy identyfikacji psgttycznej, oparte o metode
najmniejszych kwadratéw, wraz z przyktadami numerycznysymulacyjnymi. Szczegélnie
waznym przyktadem byta identyfikacja uktadu dyskretnego nadspawie uktadu ciagtego. Po-
kazata ona mdiwost modelowania modelem dyskretnym uktadéw ciagtych (ryedgtych).
Trudndsci napotkane przy identyfikacji uktadoéw z zaktéceniamnetaia motywacje do rozwi-
jania tych algorytmaéw.

Nastepnie zostaly pokazane i przeanalizowane podstavatyeeytmy estymacii wektora
zmiennych stanu liniowych i nieliniowych modeli utamkoveegzedu. Dla liniowych modeli
byly to: Dyskretny Obserwator Utamkowego Rzedu i Utamkowlr Kalmana. Dla nielinio-
wych modeli byty to: Rozszerzony Utamkowy Filtr Kalmana i bitkowy Filtr Kalmana oparty
o transformacje "Unscented". Dla wszystkich tych algorytnp¥zedstawione i przedyskuto-
wane zostaly przyktady symulacyjne.

Nastepnie zostat przedstawiony i przedyskutowany atlgonggulatora od stanu, wraz z je-
go modyfikacjami dla sytuacji, gdy potrzebny jest estymatarennych stanu. Jako estymator

zostaty wyte wprowadzone wcaaiej algorytmy estymacji. Dla wszystkich tych przypadkéw
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przedstawione i przedyskutowane zostaly przyktady syoyiie. Przy projektowaniu regula-
torow zaktadano znajon$o docelowej dynamiki obiektu, nie uwzgledniajac zagadrstero-
wania optymalnego czy odpornego. Wprowadzenie tych zagadvwmaga dalszych prac.

Na zakaczenie pokazane zostalo zastosowanie przedstawionyehmacy algorytmoéw
estymaciji i sterowania do obiektu rzeczywistego, jakim bifiad elektroniczny z superkon-
densatorem. Przedstawione wyniki eksperymentalne patwitg efektywnae tych algoryt-
mow i duza doktadnét zaréwno identyfikacii, estymacii jak i sterowania. Osigge wyniki
sa motywacja do dalszych prac nad tematyka modelowastgmaciji i sterowania uktaddéw
z superkondensatorami. Szczegolnie interesujacy wyslajk&ierunek bada zmierzajacy do
skonstruowania systemu detekcji btedow i awarii w zesgokuperkondensatorow.

Praca niniejsza jest pierwszym w Polsce i jednym z pierwszgma pewno najpetniejszym
w Swiecie, przedstawieniem i opisem dyskretnych dynamiczruktadéw utamkowego rzedu
opisanych w przestrzeni stanu. Wyniki zawarte w pracy pgtaedstawione na konferencjach
krajowych i miedzynarodowych.

Za szczeg6lnie waene uwaam konferencje FDA06 i ICCC’07. Na konferencji FDA'06
obecna byta wieks&s wazniejszych oséb nauki zajmujacych sie rachunkiemnidzkowym
utamkowego rzedu (I. Podlubny, A. Oustaloup, S. Samko, Baygfre, J. Tenreiro Machado
i wielu innych) . Dzieki temu mpliwa byta rzetelna weryfikacja prezentowanych tam prac
[48, 49]. Jedna z tych prac zostata zaproponowana do unziesizcw specjalnym wydaniu
International Jurnal of Vibration and Control (przewidywawydanie poczatek 2008 roku).
Przewodniczacym konferencji ICCC’07 natomiast byt prof.ri§adlubny, a obecni tae byli
B. Vinagre, I. Petra$ i L. Daxak. Artykut prezentowany na tej konferencji [51], zostatona-
ny gtosami uczestnikow jednym z trzech najlepszych artykuiej konferencji. Efektem tego
bedzie take publikacja w specjalnym wydaniu Acta Montanistica Staa

Zaprezentowane wyniki stanowia doskonata podbudowgadsrych prac badawczych za-

réwno teoretycznych, jak i praktycznych.
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