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Streszczenie

Niniejsza rozprawa doktorska podejmuje tematyke zwigzang z animacja w szczegolnosci ani-
macja komputerowa. Krzywe Béziera trzeciego stopnia s powszechnie wykorzystywanie jako
funkcje interpolujace w metodzie klatek kluczowych. Opracowana przez autora aproksymacja
krzywych Béziera przy uzyciu wielomiandéw trzeciego stopnia pozwala wyeliminowacé duzy
narzut obliczeniowy oraz narzut pami¢ciowy w interpolacji parametrow, przy uzyciu wspomi-
nanych krzywych, w aplikacjach czasu rzeczywistego.

Praca rozpoczyna si¢ od proby zdefiniowana pojecia animacji, oraz omowienia metody kla-
tek kluczowych w animacji komputerowej. Nastepnie w pracy opisane sg roznego typu funk-
cje interpolujace oraz zarysowany zostat problem wydajno$ciowy narzucony przez interpolacj¢
przy uzyciu krzywych Béziera. W dalszej czgéci zdefiniowano cel, tezg 1 zakres pracy oraz
sformutowano zadania, ktorych realizacja byta niezbg¢dna do wykazania stusznos$ci postawionej
tezy. Merytoryczna cze$¢ pracy rozpoczyna si¢ od przedstawienia krzywej Béziera trzeciego
stopnia jako wykres funkcji. Rozwazane sg ograniczenia na parametry tej krzywej, pozwala-
jace wykorzystywac ja jako poprawng funkcje interpolujaca. Nastgpnie wykorzystujac wybrang
przestrzen unormowang zdefiniowano funkcje celu dla zadania postawionego w pracy. Pozwala
to wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianéw aproksymujacych. Dodatkowo przedstawiono wa-
runki konieczne oraz warunki opcjonalne, ktore narzucajg na funkcje celu ograniczenia, pozwa-
lajace udostgpni¢ uzytkownikom mozliwo$¢ konfiguracji zaproponowanej metody w poszuki-
waniu odpowiedniej aproksymacji. Zaproponowana w pracy metoda zostala zaimplementowana
a nast¢pnie poddana testom. Przeprowadzone eksperymenty wykazaty poprawno$¢ zapropono-
wanego rozwigzania, a takze pozwolily wykaza¢ efektywnos$¢ nowej metody w réznych zasto-
sowaniach. W zakonczeniu pracy podsumowano uzyskane rezultaty, przedstawiono osiggnigcia

autora oraz podkres$lono stuszno$¢ postawionej w pracy tezy.

Stowa kluczowe: animacja, metoda klatek kluczowych, krzywa Béziera, funkcja sklejana,

przestrzen unormowana, przestrzen Sobolewa



Abstract

This Ph.D. thesis describes issues related to animation, in particular computer animation. Cu-
bic Bézier curves are commonly used as interpolating functions in the keyframes animation
method. An approximation of Bézier curves developed by the author of this thesis using cubic
polynomials allows to eliminate memory and performance overhead for real-time applications.

The thesis begins with the attempt to define a concept of animation and discuss the key-
frames method in computer animation. Then, the thesis describes various types of interpolating
functions and outlines the performance problem imposed by interpolation using Bézier curves.
Next author formulated thesis and tasks which help to prove the rightness of the thesis. Main
part of the thesis begins with the way how to present cubic Bézier curve as a function graph and
describe the limits on parameters allowing to use Bézier curve as a proper interpolating function.
Then, the thesis sets normed space which is used to define objective function for realization of
the task defined in this work. This allows to determine the coefficients of approximate cubic
polynomials. In addition, the necessary and optional constraint conditions are defined, which
impose on the objective function, thus allowing users to configure proposed method in search
of an appropriate approximation. Then proposed method was implemented and then tested. The
experiments showed the correctness of the proposed solution and also allowed to demonstrate
the effectiveness of the new method in various applications. At the end, author summarizes the

obtained results and proves the validity of the thesis.

Keywords: animation, keyframe animation, Bézier curve, normed space, spline, Sobolev

space
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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Proba zdefiniowania poje¢cia animacji
Mozna zaryzykowac stwierdzenie, ze powszechnos$¢ i wielokulturowo$¢ filmow animowanych
sprawia, ze niemal kazdy czlowiek na §wiecie zapytany o to, czy wie, co to jest ,,animacja”,
odpowie twierdzaco. Jednocze$nie dzigki temu, ze filmy animowane powstawaly 1 powstajg na
catym $wiecie, moze okazac si¢, ze w roznych kregach kulturowych, a nawet dla kazdej osoby,
definicja ta moze by¢ nieco inna.

Definicja animacji moze by¢ zwigzana z lokalnymi nurtami tej sztuki. Dla przyktadu: w
Japonii animacja kojarzy si¢ z filmami zwanymi przez reszt¢ S$wiata anime - animacjg, ktora po-
wstata na bazie komiksow ,,manga”. Sg to animacje rysowane odregcznie [ 18], klatka po klatce,
pelne estetyki, symboli 1 skrétow myslowych zakorzenionych w kulturze japonskiej. Z kolei
w Polsce wielka popularnos$cia cieszyty si¢ przez lata produkcje studia Se-Ma-For. Kolejne
pokolenia wychowywatly si¢ na bajkach o kocie Filemonie czy wroblu Cwirku. Specjalizacja
studia byly animacje lalek - takie jak w bajkach o Misiu Uszatku, ekranizacji serii o Mumin-
kach oraz bajki ,,Plastusiowy pamietnik™. Animacja lalek, kukietki i wszelkie formy posrednie
rozpowszechnione byly zarowno w Polsce jak i w niemal catej Europie, a jednocze$nie niezwy-
kle rzadko pojawialy si¢ w animacjach tworzonych w Stanach Zjednoczonych. W efekcie tych
rozbieznosci spojrzenie na zagadnienie animacji jest rézne w zaleznosci od czgsci Swiata.

Wskutek rozwoju nowych technik animacji to, z czym kojarzy si¢ animacja, bedzie takze
réznie opisywane w zalezno$ci od wieku odbiorcy. W Stanach Zjednoczonych osobom dorostym
animacja zapewne nieodiacznie kojarzy si¢ z filmami, ktére powstawaty w wielkich studiach
Walt Disney Pictures czy Hanna-Barbera. Mtodsze pokolenia wychowywaty si¢ na animacjach
komputerowych studia Pixar.

Préby zdefiniowania pojecia animacji byly podejmowane wiele razy. Nie jest to proste za-
danie, gdyz animacja, jak niemal kazda dziedzina sztuki, wymyka si¢ precyzyjnym opisom.

Dodatkowym utrudnieniem jest rozmaito$¢ metod i technik wykorzystywanych w tworzeniu
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filmoéw animowanych oraz ciagly rozwdj i powstawanie nowych form. W Encyklopedii PWN

wydanej w roku 1999 definicja animacji jest nastepujaca:

LANIMACJIA [tac.], dokonywanie serii pojedynczych zdjec rysunkow, kukietek, wy-
cinanek w roznych fazach ruchu, ktore przy wyswietlaniu w sposob ciggly dajg na

ekranie efekt ozywienia martwych ksztattow”. [45]

Jak wida¢ ta definicja jest $ci§le zwigzana z nurtem europejskim, w ktorym duza role od-
grywaty animacje kukietkowe i im podobne. Juz po niecatych 20 latach jest to jednak definicja
nieaktualna. Opisana w tej definicji metoda: ,, dokonywanie serii pojedynczych zdje¢” wyklucza
catkowicie animacje komputerowe.

W definicji animacji musi zosta¢ uwzglednione szerokie spektrum technik 1 wielorakosé¢
przeznaczenia.

W roku 1987 cztonkowie Migdzynarodowego Stowarzyszenia Filmu Animowanego zapro-

ponowali nast¢pujaca definicje:

., Sztukq animacji jest kreacja ruchomych obrazow przy uzyciu roznorodnych tech-

nik z wyjgtkiem reprezentacji akcji na zywo”.

Ta definicja nie zadowolila jednak wszystkich artystow, gdyz wciaz okazata si¢ zbyt ogdlna.
Jedna z przyczyn sporéw o definicje jest fakt, ze rozumienie postrzegania animacji jest $cisle
zwigzane z opisanym wczesniej kregiem kulturowym odbiorcy, kazdy widz sam intuicyjnie wie,
czym jest animacja.

Zaledwie rok p6zniej, w 1988 roku, na ekrany kin wszedt (i stal si¢ hitem) film ,,Kto wrobit
krolika Rogera”. Film zaliczany jest do kategorii filméw animowanych, chociaz tgczy animo-
wane postacie z rzeczywistym $wiatem 1 grg aktorow.

Czy wiec przy tak szerokiej gamie narzedzi i wielu mozliwosciach tgczenia animacji z in-
nymi sztukami mozliwe jest precyzyjne jej zdefiniowanie? Wszystkie rozwazania na temat ani-
macji wigze jeden wspolny watek, jakim jest jej tworczy charakter.

Probujac okresli¢ definicje animacji warto zwroci¢ uwage na etymologi¢ 1 cechy wyr6znia-
jace te sztuke sposrod innych. Animacja posiada wyjatkowa ceche, jaka jest wytwarzanie iluzji
ozywiania. W jezyku lacinskim ,,anima” oznacza ,,dusza” lub ,,oddech”. Zar6wno dusza jak i
oddychanie wigza si¢ z zyciem, zatem animacja to ozywianie, dawanie duszy przedmiotom,
zwierzetom lub nawet catkowicie fikcyjnym tworom. To wyr6znia animacj¢ na tle innych sztuk
- pozwala ona ,,tchnag¢ zycie” w statyczne obrazy. A z zyciem od razu wigze si¢ gtowny jego
aspekt, czyli ruch.

Animacja jest sztukg interdyscyplinarng, poniewaz korzysta z elementéw malarstwa, ry-
sunku, rzezby, modelarstwa, tanca, technik komputerowych, ale takze historii, psychologii i so-

cjologii. Wytworzylta swoj wlasny, swoisty jezyk, w ktérym to, co do tej pory byto nieosiggalne,
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staje si¢ mozliwe. Animacja pozwala nam doj$¢ do punktu, w ktorym jedynym ograniczeniem

jest ludzka wyobraznia.

1.2 Dynamika animacji

Aby obiekt byt w ruchu (wywotywat takie wrazenie u widza), musi zmienia¢, przyktadowo,
swoja pozycje w czasie. Jezeli czas ptynie, a pozycja obiektu nie ulega zmianie, obiekt postrze-
gany jest jako nieruchomy. Relacja migdzy uptywem czasu a postgpujaca zmiang parametru jest
podstawg kazdej sztuki opartej na czasie, takiej jak muzyka, taniec czy film (animacja). Dzigki
temu, ze artysta ma mozliwo$¢ kontrolowania wielkos$ci zmian oraz ich predkosci pomigdzy
klatkami, pozycji, orientacji itp., wlasnosci obiektow powoduja to ze animowane obiekty wy-
wotuja u odbiorcy iluzje posiadania zycia.

Aby to osigga¢, animator musi opanowac podstawowe zasady animacji, zwigzane z dwoma
parametrami, zwanymi wyczuciem czasu oraz wyczuciem odstepu (ang. timing and spacing).
Zasady te, mimo ze sg bardzo tatwe do zrozumienia, prawdopodobnie naleza do najtrudniejszych
w poprawnym wykonaniu.

Wyczucie czasu (ang. timing), jak sama nazwa wskazuje, jest to pojecie odnoszace si¢ w ani-
macji do czasu, szybkosci lub tempa. Okreslane jest na podstawie liczby obrazéw (ramek) po-
trzebnych do wykonania danej akcji. Mozna tu wskaza¢ na bardzo prosta zalezno$¢ - im wigcej
klatek animacji obiekt potrzebuje do wykonania czynnos$ci, tym wolniejsza jest akcja, natomiast
im mniej, tym szybszg.

Wyczucie odstepu (ang. spacing) jest pojeciem okreslajagcym zmiang animowanego para-
metru w poszczegdlnych klatkach animacji, np. jak bardzo zmienila si¢ pozycja animowanego
obiektu w czasie. Podobnie jak w przypadku wyczucia czasu, rowniez tu wystepuje zalezno$¢ -
czym wigksza zmiana pozycji, tym szybsza akcja, a czym mniejsza zmiana pozycji, tym akcja
wolniejsza.

Zaleznosci migdzy wyczuciem czasu oraz odstepu mozna przedstawi¢ na podstawie przy-
ktadu odbijajacej si¢ pitki. Jezeli zostata rzucona pitka (np. tenisowa, golfowa, siatkowa czy tez
kule do kregli) posiadajgca wtasciwosci fizyczne, takie jak wielko$¢, sprezystos¢ oraz wage,
z pewnej wysokosci, to w zaleznosci od rodzaju pitki bedzie si¢ ona inaczej zachowywac przy
kontakcie z podtozem. Pitka siatkowa odbije si¢ mocno i zanim si¢ catkowicie zatrzyma, wykona
kilkanascie odbi¢. Natomiast kula do krggli wykona jedno odbicie i pozostanie juz na podtozu.

Momenty styku kazdego rodzaju pitki z podtozem wyznacza¢ bedg rytm, ktory jest pomocny
w ustaleniu szybkosci oraz okresu odbijania si¢ pitek. Wykonana tylko na podstawie timingu ani-
macja begdzie wygladala sztucznie, taki ruch nie bedzie przypominat ruchu realnego odpowied-
nika. Aby urealni¢ ten ruch potrzebne jest zastosowanie odpowiedniego odstepu. W tym celu

nalezy wzig¢ pod uwage zasady dynamiki Newtona, zasad¢ bezwtadnosci pitki, zasade zacho-
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wania pedu oraz prawo powszechnego cigzenia. Stopien, w jakim te niewidzialne sity dzialaja
na pitke powoduje, ze odbija si¢ ona we wlasciwy sobie sposob (ruch zalezy tylko od wtasciwo-
Sci fizycznych samej pitki). Ruch przyspiesza, gdy pitka opada na ziemie, zwalania za§ w miare
zblizania si¢ do momentu osiggnigcia maksymalnej wysokos$ci odbicia. Sam cykl odbijania po-
wtarzac si¢ bedzie az do momentu utraty przez pitke energii, kazde za$ kolejne odbicie bedzie
powodowato, ze pitka odbije si¢ na coraz to mniejszg wysokos¢. Wiadomo takze, ze cigzka i
migkka pitka odbija¢ si¢ bedzie znacznie stabiej od lekkiej i sprezystej, ale etapy przyspiesza-
nia, zwalniania i ponownego przyspieszania beda dla kazdej pitki jednakowe. Zalezno$¢ migdzy

rytmem a odstepem w analizowanym przypadku przedstawiono na rysunku 1.1.

- WYCIUCIE
o ODSTEPL ™
Fa Yo A .
F, .‘I I ¥ 1-
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1 -| s |_.-"'. _)I ; :
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Rysunek 1.1: Rysunek przedstawiajacy animacje odbijajacej si¢ pitki od podtoza jako przedstawie-

nie zalezno$ci miedzy wyczuciem czasu oraz odstgpu.

Relacje migedzy tymi parametrami mozna taczy¢ na wiele sposobdw, by w ten sposob ani-
mowac wszelkiego rodzaju nie tylko fizycznie obiekty.

Wskazowki dla wspotczesnych animatordw, ktorzy pracuja nie tylko przy filmach, ale i
grach czy tez robotyce, mozna znalez¢ w ,,12 zasadach animacji” opisanych w ksigzce ,,The
[llusion of Life: Disney Animation”[14] autorstwa czotowych animatoréw studia Disneya, kto-
rzy przyczynili si¢ do wytworzenia bardzo charakterystycznego dla tego studia stylu animac;ji.
Sposrod dwunastu zasad, siedem mozna bezposrednio odnie$s¢ do omawianych poje¢ wyczucia

czasu oraz odstgpu. Sg nimi:

* Zgniatanie i rozciaganie (ang. squash and stretch).
Zasada ta jest stosowana w celu przekazania dynamiki ruchu 1 zjawisk zwigzanych z od-
ksztatceniem pod wptywem dziatania sit oraz uznawana za najwazniejsza z zasad. Po
zastosowaniu nadaje animowanym postaciom i obiektom iluzj¢ grawitacji, wagi, masy i
elastycznosci. Stosowana tacznie z zasadg ,,wyolbrzymienia”, moze zosta¢ uzyta zarowno
do prostych obiektow, jak np. odbijajacej si¢ pitki, ale takze do skomplikowanych struk-

tur, np. ludzkiej twarzy. W przypadku animacji zmierzajacej do realizmu konieczne jest
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zachowanie stalej objetosci obiektu podczas symulowania odksztalcen. Mocne przewar-

tosciowanie tego $rodka prowadzi do efektu komizmu.

Przewidywanie (ang. anticipation).

Pomaga przygotowac widza na to, co ma si¢ wydarzy¢. Kazde dziatanie poprzedzone jest
przygotowaniem do niego — np. posta¢, aby podskoczy¢ musi najpierw zgigc¢ kolana. Po
zastosowaniu wptywa na bardziej realistyczne dziatanie obiektu. Zasad¢ mozna $wiado-

mie poming¢, aby uzyska¢ komediowy efekt zaskoczenia.

Nakladanie si¢ i podazanie za akcja (ang. follow through and overlapping action).

Te dwie Scisle zwigzane ze soba zasady pozwalaja utrzymaé wrazenie ruchu zgodnego
z prawami fizyki. Podazanie za akcjg to bezwtadne przemieszczanie czg$ci postaci (np.
wloséw) lub obiektu w kierunku dziatania sity, mimo zakonczenia procesu przemiesz-
czania si¢. Nakladanie si¢ akcji to utrzymanie odpowiedniej relacji czasowej pomiedzy
ruchem réznych elementéw (na przyktad gtowy, rak i nog w biegu). Podobnie jak w prze-

widywaniu, mocne przewartosciowanie prowadzi do komicznego rezultatu.

Rozpedzenie i zwolnienie (ang. slow in and slow out).
Wigkszo$¢ obiektow potrzebuje czasu by rozpocza¢ ruch lub zatrzymac si¢ — trwa to tym
dtuzej, im wigksza mase, a wigc 1 bezwladnos$¢, ma dane ciato. Animacja jest bardziej

realistyczna, jesli zawiera wigcej klatek przy poczatku i koficu ruchu niz w $rodku.

Luki (ang. arc).
W procesie animacji powinno si¢ uwzgledniaé to, ze kiedy obiekty si¢ poruszaja, to po-
dazaja w polu grawitacyjnym trajektoriami, ktore sg tukami. Animacje zatem powinny

odzwierciedla¢ ten tuk, by by¢ zgodnymi z prawami fizyki.

Taktowanie (ang. timing).

Korzystanie z wtasciwego ,,czasu” pozwala kontrolowa¢ nastroj i reakcje postaci lub
obiektow. Czas ruchu musi odnosi¢ si¢ zarowno do praw fizyki, jak i do historii opo-
wiadanej przez animacj¢. Lekka przesada moze by¢ tu uzyta, ale z wyczuciem i w sposob

konsekwentny.

Wyolbrzymienie (ang. exaggeration).
Animacja nie musi by¢ calkowicie realistyczna, odrobina przesady jest wrgcz wskazana i

dodaje animacji dynamizmu.

Metoda klatek kluczowych w animacji komputerowej

Tréjwymiarowa animacja komputerowa wykorzystywana jest w przemysle filmowym, w pro-

dukcjach multimedialnych oraz w aplikacjach czasu rzeczywistego, nie tylko gier wideo ale

takze specjalistycznych symulatorow szkoleniowych (stuzb mundurowych oraz wojska). Ten

15



rodzaj animacji, trojwymiarowa animacja komputerowa, jest gtownym obiektem zainteresowa-
nia w prezentowanej pracy.

Metoda klatek kluczowych jest jedng z mozliwych metod animacji (dostgpne metody w ani-
macji komputerowej opisane zostaty w dodatku C), ktéra to metoda ma korzenie w tradycyjnej
animacji odrgcznej. Polega ona na wyznaczaniu przez animatora warto$ci parametrow dla po-
dawanych animac;ji klatek kluczowych, natomiast wartosci posrednie, miedzy klatkami kluczo-
wymi, obliczane sg przez algorytm komputerowy. W tej metodzie artysta ma kluczowa rol¢ oraz
bardzo duzg kontrol¢ nad powstawaniem animacji. Metoda klatek kluczowych jest powszechnie
uzywana we wszystkich najwazniejszych aplikacjach do produkcji filméw (animowanych czy
efektow specjalnych) oraz we wszystkich silnikach gier wideo i symulatorow.

W animacji komputerowej, w odréznieniu od animacji tradycyjnej, pojecie metody klatek
kluczowych moze by¢ nieco mylace. Powinno si¢ raczej mowi¢ o metodzie parametrow klu-
czowych, gdyz artysta animuje tylko wybrane przez niego, konieczne w animacji, parametry
dowolnego obiektu wystepujacego na scenie. Artysta nie pracuje nad ostatecznym wygladem
catej klatki obrazu, jak ma to miejsce w metodzie tradycyjnej (np. w procesie powstawania fil-
moéw animowanych Walta Disneya).

Parametrami, ktore mogg by¢ animowane, sg nie tylko wlasciwosci w przestrzeni trojwy-
miarowej obiektow, takie jak wspotrzedne, katy obrotu wzgledem osi, skala obiektu, ale takze
wlasciwosci materiatu, z ktorego jest zbudowany obiekt, takie jak: kolor, stopien przezroczysci,
chropowato$¢, potysk itp. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby animowac parametry samej wirtual-
nej kamery, takie jak jej kat oraz zasieg widzenia. Kazdy parametr, ktory zostanie udostgpniony
animatorowi, czy to poprzez zmienng w jezyku animacji [22] czy to w graficznym edytorze,
jako element interfejsu (co pokazane jest na rysunkach 1.2 1.3), moze by¢ wykorzystywany w

tej metodzie.

Rysunek 1.2: Rysunek przedstawiajacy dostgpne parametry w programie graficznym Blender.
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Rysunek 1.3: Rysunek przedstawiajacy dostgpne parametry w silniku gier wideo Unity.

Kazdemu parametrowi w klatce kluczowej nalezy przypisa¢ pewna wartos¢, ktéra bedzie
decydowata o zachowaniu si¢ tego parametru w trakcie animacji.

Klatka kluczowa to para uporzadkowana dwoch wartosci (z, y) (zwana takze kluczem (ang.
key-frame)), gdzie zmienna x reprezentuje numer klatki o wartosci y animowanego parame-
tru wybranego przez animatora. Sekwencje kluczy dla jednego parametru nazywane sg w tej
metodzie §ciezkami (ang. tracks) lub kanatami (ang. channels).

Posrednie warto$ci parametréw miedzy kluczami nastepnie sg obliczane wedtug z gory usta-
lonej procedury. W animacji komputerowej te procedury sg implementowane w aplikacjach
przez roznego rodzaju krzywe interpolacyjne do sterowania zmian warto$ci parametrow w cza-

sie pomigdzy klatkami kluczowymi (co zostato przedstawione na rysunku 1.4).
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Rysunek 1.4: Graficzny edytor programu Blender przedstawiajacy klatki kluczowe (punkty koloru
pomaranczowego), oraz wykresy roznego rodzaju funkcji interpolacyjnych (krzywe koloru czerwo-

nego). Dla interpolacji krzywymi Béziera okregi (koloru biatego) odpowiadaja uchwytom.

1.4 Wiasciwosci krzywych interpolacyjnych

Interpolacja w metodzie klatek kluczowych jest to metoda obliczania warto$ci posrednich ani-
mowanego parametru pomig¢dzy klatkami kluczowymi. Nachylenie krzywej okresla szybkos¢,
z jakg warto$¢ parametru zmienia si¢ mi¢dzy klatkami kluczowymi. Strome nachylenie krzywej
oznacza, ze dana warto$¢ zmienia si¢ szybko, tagodne oznacza za$, ze warto$¢ ta zmienia si¢
wolno. Przeglad najwazniejszych rodzajow funkcji interpolacyjnych zamieszczono w dodatku
D.

W metodzie klatek kluczowych nie ma Zzadnej przeszkody dla wykorzystania w interpolacji
pomiegdzy kluczami dowolnej funkcji. Wazne jest, by ta funkcja byta wyznaczona jednoznacznie
(dla wybranego argumentu zawsze przyjmowala t¢ sama warto$¢) oraz zeby mozliwym byto
przedstawienie jej w formie matematycznego wzoru.

Aby wybra¢ t¢ najbardziej odpowiednig funkcje, w konkretnym przypadku, nalezy odpo-

wiedzie¢ na nastepujace pytania:

» Jaka jest potrzebna posta¢ wzoru krzywej interpolacyjnej?
Wzér krzywej interpolacyjnej moze by¢ zdefiniowany na trzy sposoby: jawny, niejawny
(uwiktany) oraz parametryczny.
Sposob jawny to przedstawienie wzoru krzywej np. y = f(x), ten sposob bezposred-

nio pozwala wyznacza¢ warto§¢ parametru y dla dowolnego argumentu .
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Sposob niejawny polega na podaniu réwnania w postaci f(z,y) = 0. W tym przy-
padku rozpatrywang krzywa wyznacza poziomica zerowa funkcji f. Dysponujac tym row-
naniem mozliwym jest sprawdzenie, czy dany punkt lezy na krzywej, badajac, czy jego
wspoétrzedne x oraz y spetniajg to rOwnanie.

Sposob parametryczny polega na uzyciu wzorow: x = f(t), y = ¢(t) gdzie f,g :
[tmins tmaz] — R safunkcjami,at € [t,in, tinas]- To podejscie pozwala na tatwa konstruk-
cje krzywych w przestrzeni R?, gdyz wystarczy podstawié¢ dowolny argument z dziedziny

do wyznaczenia punktu o wspotrzednych (z,y).

* Interpolacja czy aproksymacja?
Czy krzywa powinna przechodzi¢ przez wyznaczone wartosci parametru w klatce kluczo-
wej? Jezeli tak, to mOwimy tutaj o interpolacji i szukamy pomocniczych krzywych, gdzie
najprostszym rozwigzaniem jest interpolacja liniowa. Jezeli nie, jest to problem aproksy-
macyjny i te miejsca, przez ktore krzywa nie musi przechodzié, stajg si¢ punktami kon-
trolnymi, ktore pomagaja wyznaczy¢ ostateczny ksztatt krzywej (jak to ma miejsce w

konstrukcji krzywej Béziera). Obie te wlasciwosci przedstawione zostaty na rysunku 1.5.

Rysunek 1.5: Wykres funkcji interpolacyjnej (ciagta niebieska krzywa), oraz wykres funkcji aprok-

symujacej (czarna przerywana krzywa).

+ Jaka jest zlozonos¢ obliczeniowa funkcji interpolacyjnej?
ZYozonos¢ obliczeniowa to szczegolnie wazny aspekt animacji komputerowych czasu rze-
czywistego, gdyz przektada si¢ bezposrednio na czas jakiego potrzebuje procesor na wy-
znaczenie wartosci posrednich parametréw. Im prostszy wzor funkcji, tym szybciej prze-
biegaja obliczenia, co przektada si¢ na wigkszg liczbe mozliwych parametréw, jakie moga
by¢ animowane w jednej jednostce czasu. Dla gier wideo jest to o tyle istotne, ze pozwala

animowac¢ jednoczes$nie wigkszg liczbe obiektow, w tym postaci ludzkich.

» Jaka jest klasa gladkosci krzywej?
Pojecie cigglosci funkcji f (funkcji klasy C°) na odcinku (a,b) definiowane jest przy
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pomocy pojecia ciggtosci w punkcie: f jest ciagta w punkcie 2 € (a, b) jeSli lim f(x) =
f(zo), x € (a,b) iz # x; jesli f jest ciaglta w kazdym punkcie x ogc?rii(a (a,b)
wowczas mowimy, ze f jest ciagta na odcinku (a, b), co zapisujemy f € C%(a,b). Jesli
ponadto istnieje pochodna funkcji f w kazdym punkcie (a, b) i pochodna ta jest funkcja
ciagta w kazdym punkcie odcinka (a,b) wtedy mowimy, ze f jest klasy C* na (a,b) (i
zapisujemy f € C'(a,b)). Ogolnie funkcja f jest klasy C™ na (a,b) m = 0,1,. .., jesli
f ma pochodng rzedu m, ciagla na (a, b). Liczbe m nazywamy klasa gtadkosci funkeji f.

Innym zagadnieniem jest klasa gtadkos$ci funkcji w puntach koncowych odcinka (we-
ztach), co przedstawione jest na rysunku 1.6. Jezeli funkcja f jest okre$lona na (a,b),
funkcja g jest okreslonana (b, ¢), a < b < ¢, a ponadto f ma granice lewostronng w punk-
cie b, natomiast g ma granic¢ prawostronng w punkcie b, to w przypadku, gdy granice te sg
rowne powiemy, ze te ,,sgsiadujgce” funkcje mozna sklei¢ w klasie C° (uzyskamy prze-
dhuzenie na odcinek (a, ¢) do funkc;ji ciagtej). W dalszym ciagu taka para funkcji f oraz g
bedzie nazywana funkcjami sasiadujacymi, przedtuzalnymi w klasie C°. W przypadku
gdy funkcje sasiadujace sa klasy C™ i tak uzyskane przedtuzenie na odcinek (a, ¢) jest
funkcja klasy C™ moéwimy Ze para f, g jest przedluzalna (inaczej: sklejalna w punkcie b
) w klasie C™.

Oczywiscie zachowanie ciggtosci funkcji opisujacych ruch nie jest konieczne, o ile

taki jest zamiar animatora.
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Rysunek 1.6: Przedstawienie wykresow sasiadujacych funkcji o ciggtosci C oraz gladkosci klasy
C',C?, w punkcie wspolnym. (a) ciggtosé C?, (b) gladkosé klasy C, (c) gtadkosé klasy C2.

 Jaki wybrac¢ sposob kontroli ksztaltu?
Mozliwe s3 dwa sposoby kontroli ksztattu krzywej. Lokalna kontrola ksztaltu krzywej
objawia si¢ tym, ze zmiana jednego punktu kontrolnego ma wptyw na ograniczong cze$¢
krzywej jedynie w jego okolicy (np. interpolacja krzywymi Catmulla-Roma) - rysunek
1.7.
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(a) (b)

Rysunek 1.7: Przedstawienie lokalnej kontroli ksztaltu. Zmiana pozycji punktu kontrolnego P1 z
pozycji jak na wykresie z lewej strony na pozycje jak na wykresie z prawej wptywa na ksztatt tylko
krzywej koloru czarnego. (a) Wykres krzywej przed zmiang pozycji, b)wykres krzywej przed zmiang
pozycji punktu kontrolnego P1, (b) wykres krzywej po zmianie pozycji punktu kontrolnego P1.

Przeciwienstwem lokalnej kontroli ksztattu jest globalna kontrola ksztaltu, gdzie zmiana
jednego punktu kontrolnego ma wptyw na krzywa na catej jej dlugos$ci (np. w interpolacji

krzywymi Béziera wyzszych stopni), co pokazuje rysunek 1.8

(a) (®)

Rysunek 1.8: Przedstawienie globalnej kontroli ksztaltu. Zmiana pozycji punktu kontrolnego P1
z pozycji jak na wykresie z lewej strony na pozycje jak na wykresie z prawej wptywa na ksztalt
krzywej na catej jej dtugosci. (a) Wykres krzywej przed zmiang pozycji punktu kontrolnego P1, (b)
wykres krzywej po zmianie pozycji punktu kontrolnego P1.

Balansowanie miedzy powyzszymi wlasciwosciami, przy wyborze odpowiedniego rodzaju
krzywej interpolacyjnej, nie jest tatwym zadaniem. Niemniej jednak wspotczesne edytory ani-
macji, wbudowane w programy graficzne, takie jak Blender, 3ds Max czy tez Maya, udostgp-
niajg tylko skonczong liczbe rodzajow krzywych, ktore sprawdzaja si¢ w praktyce od szeregu

lat. Doktadniejszy ich opis zostanie przedstawiony w dodatku D.
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1.5 Reprezentacja krzywych interpolacyjnych w postaci jed-
nej krzywej Béziera trzeciego stopnia

Stosowane w animacji krzywe interpolacyjne, opisane w dodatku D, w wiekszo$ci sg moz-
liwe do reprezentowania w postaci krzywej Béziera trzeciego stopnia (o punktach kontrolnych

Py, P, Py, Pj), doktadnie albo z okre$lonym bigdem aproksymacji.

* Funkcja schodkowa
Funkcji schodkowej nie mozna przedstawi¢ w postaci jednej krzywej Béziera trze-

ciego stopnia, z powodu braku zachowania cigglosci C° w klatkach kluczowych.

* Funkcja liniowa
Funkcja liniowa interpolujaca warto$ci w klatkach kluczowych F oraz P; jest mozliwa
do zapisu w postaci krzywej Béziera trzeciego stopnia, gdzie punkty kontrolne krzywej
Béziera mozna wyznaczy¢ za pomocg wzorow:
(
Pi=PF
Py =3P+ D)

(1.1)

(P = P
* Funkcja wygladzajaca
W pracy [13] wykazano, ze kazda funkcja wygtadzajaca (ang. easing functions), w
literaturze znane takze jako funkcje Pennera [27] (z okre§lonym matym btedem aproksy-
macji wedhug miary btedu §rednio-kwadratowego) moze by¢ wyrazona w postaci krzywej
Béziera trzeciego stopnia. Wigcej na temat funkcji wygtadzajacych mozna znalezé w do-
datku D.

* Krzywa Hermite’a trzeciego stopnia

Wzoér na interpolacje krzywej Hermite’a trzeciego stopnia mozna przedstawi¢ jako:

H(t) = (2> = 3t> + 1) Py + (2 — 26> + ) Mo + (=2t> + 3t*) P, + (£* — )M, t € [0, 1]

(1.2)
gdzie F, to punkt startowy wraz jego z styczng M, a P, to punkt koncowy z jego styczng
M. Reprezentacja Béziera krzywej danej w tej postaci sktada si¢ z punktéw kontrolnych

Py, P, Py, Pj, ktore mozna obliczy¢ na podstawie wzoru (1.3).

(P =P,

P = Py + : M, 13)
Py=P — M

P =P
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* Krzywa Catmulla-Roma
Korzystajac z pracy [44] oraz zakladajac, ze Fy, P, P», P5 s3 kolejnymi punktami
kontrolnymi krzywej Catmulla-Roma, otrzymujemy wzory na punkty kontrolne krzywe;j

Béziera trzeciego stopnia:

(

Pé = P1
P{ = di* P, — d3* Py + (2d7* + 3dgdy + d3*) Py
Py = d3*Py — d3*P; + (2d3 + 3d§dg + d3*) Py

Py=P (1.4)
dy = |P — Fy|
d2 - |P2 - Pl‘
| ds = |Ps - P

gdzie o to wspdlczynnik okreslajacy dodatkowa parametryzacje opisang wyzej: gdy o =
0 krzywa wystepuje w parametryzacji dosrodkowej (ang. centripetal), gdy o = 0.5 - w
parametryzacji jednostajnej (ang. uniform), za§ gdy o = 1 - w parametryzacji tukowej

(ang. chordal). Wigcej na temat opisanych parametryzacji mozna znalez¢ w pracy [44].

* Krzywa TCB (Kochanka-Bartelsa)
Wz6r na krzywa TCB [17] jest tozsamy z wzorem dla krzywej Hermite’a trzeciego
stopnia [59], z ta r6znica, ze styczne M, oraz M, sa zalezne od parametréw zwanych

napi¢ciem, gtadkos$ci oraz skosem i wyznaczane sg przez wzory:

(1.5)

gdzie t, ¢, b to parametry kolejno napigcia, gtadkosci oraz skosu, a P to punkt startowy
sasiadujacej krzywej przed aktualng krzywa, a P| to punkt koncowy sasiadujacej krzywej

aktualnej krzywej.

Dzigki przedstawionym przeksztatceniom najbardziej popularne typy interpolacji (oprocz
funkcji schodkowej) mozna zapisac 1 interpolowac tylko przy uzyciu interpolacji jedng krzywa
Béziera trzeciego stopnia.

Wigcej na temat krzywych interpolacyjnych w dodatku D.

1.6 Funkcje interpolacyjne w praktyce

W zalezno$ci od tego, czy interpolacje parametrow wykonywane sg w aplikacjach czasu rze-

czywistego (takich jak gry wideo czy symulatory cywilne lub wojskowe) czy tez w edyto-
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rach graficznych generujacych filmy w trybie offline, algorytmy oraz podejscie do problemow

wydajno$ciowo-pami¢ciowych wygladajag w praktyce inaczej.

1.6.1 Aplikacje generujace obrazy komputerowe pracujace w trybie of-
fline

Proces tworzenia filmu animowanego trwa znacznie dtuzej, niz wyswietlanie samego filmu.
Co wigcej, tworcy moga sobie pozwoli¢ na dowolne wydtuzanie czasu produkcji, aby uzyska¢
zamierzony efekt fotorealistyczny lub stylistyczny.

Na czas generowania jednej, fotorealistycznej lub stylizowanej, klatki filmu animowanego
sktada si¢ nie tylko konieczno$¢ wyznaczenia pozycji, orientacji oraz pozostalych parametrow
animowanych obiektow widocznych na scenie, ale przede wszystkim obliczenie o§wietlenia da-
nej sceny. W tym celu wykorzystuje si¢, w zaleznos$ci od programu graficznego, réznego rodzaju
algorytmy globalnego o$wietlenia (ang. global illumination) [7], ktore to algorytmy obliczaja
oswietlenie trojwymiarowej sceny nie tylko od promieni §wiatla pochodzacego bezposrednio od
jego zrodta (tak zwane o$wietlenie bezposrednie), ale takze od tych promieni $wietlnych, ktore
odbijane sg od innych powierzchni wystepujacych na scenie (o$wietlanie posrednie). Teoretycz-
nie odbite lub zatamane promienie §wietlne oraz cienie sg przyktadami globalnego o$wietlenia,
poniewaz symulujac je, jeden obiekt wptywa na kreowanie obrazu innego obiektu. W praktyce
jednak tylko symulacja rozproszonego odbicia lub wyznaczanie obrazu kaustyki nazywane sa
globalnym o$wietleniem.

Kazdy z programow graficznych, takich jak 3d Max, Maya, Blender, zawieraja modut (jeden
albo kilka) odpowiedzialny za kreowanie obrazéw fotorealistycznych scen, ktory to modut im-
plementuje jeden z algorytméw globalnego oswietlenia. I tak np. program Blender implementuje
jednokierunkowe sledzenie $ciezek z wielokrotnym probkowaniem wazonym (ang. Unidirectio-
nal path tracing with multiple importance sampling) o nazwie wtasnej Cycles [55]. Wykreowa-
nie fotorealistycznego (stylizowanego) obrazu tréjwymiarowej sceny to problem o wiele bar-
dziej skomplikowany, niz wykorzystanie algorytmow odpowiedzialnych za animacje obiektow
na scenie. Do wykreowania obrazu przykladowej sceny, w rozdzielczosci HDTV (1920x1080
pikseli), liczba promieni koniecznych do o$wietlenia sceny przekracza 107, gdyz sama liczba
promieni pierwotnych wynosi okoto 2 x 10°. Z drugiej strony liczba interpolowanych para-
metrow wszystkich animowanych obiektow na scenie, ktora moze siega¢ poziomem 10° (dla
przyktadowej sceny: 300 postaci x 60 kosci jednej postaci x 6 interpolowanych parametréw
dla kosci).

Na przyktadzie programu Blender, wolnego i otwartego oprogramowania do modelowania i
kreowania obrazéw oraz animacji trojwymiarowych, pokaza¢ mozna takze, jak wygladaja algo-

rytmy odpowiedzialne za animacj¢ metoda klatek kluczowych. Algorytm obliczania warto$ci
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dla dowolnego interpolowanego parametru mozna przedstawi¢ w postaci listingu (oryginalny

kod algorytmu mozna znalez¢ pod adresem repozytorium [60]).

Algorytm 1 Listing algorytmu interpolacji parametrow w metodzie klatek kluczowych w pro-

gramie Blender.

function INTERPOLACJA PARAMETRU(rodzaj interpolacji, czas, parametry)

if rodzaj interpolacji = funkcja wygtadzajaca then
wywolaj funkcje wygtadzajace(czas, parametry)
else if rodzaj interpolacji = krzywa Bézier then
wywotaj funkcje Bézier(czas,parametry)
else if rodzaj interpolacji = funkcja liniowa then
wywotaj funkcje liniowa(czas,parametry)
else if rodzaj interpolacji = funkcja skokowa then
wywotaj funkcje skokowa(czas,parametry)
end if

end function

Szczegdlng uwage nalezy zwrdci¢ na interpolacje przy uzyciu krzywej Béziera

(wywotaj funkcje Bézier) z listingu Algorytm 2,

Algorytm 2 Listing algorytmu interpolacji przy uzyciu krzywej Béziera trzeciego stopnia.

function WYwOLAJ FUNKCIE BEZIER(L, POz, P1a» P2x» P3zs POy> Plys P2ys P3y)

s = znajdz pierwiastek(¢, pox,Piax,P2x, P3x)
d = poy

¢ = 3(p2y — pPoy)

b= 3(poy — p1y + p2y)

a = p3y — poy + 3(p1y — P2y)

val = d 4 cs + bs? + as®

return val

end function

gdzie funkcja znajdz pierwiastek odpowiedzialna jest za wyznaczenie przeciwobrazu zada-
nej wartosci zmiennej ¢ dla wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia. Ten algorytm korzysta z
wzorow Cardano 1 wydaje si¢ trywialny. Jednak analizujac przyklad implementacji (Algorytm
3) mozna zauwazy¢ znaczne obcigzenie obliczeniowe, ktore moze by¢ istotne przy obliczeniach

animacji, realizowanych nawet na wspotczesnych procesorach.
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Algorytm 3 Listing metody do wyznaczania miejsca zerowego wielomianu co najwyzej trze-

ciego stopnia.
function zZNAIDZ PIERWIASTEK(¢, POz, plz, P22, P32)
c0 =p0; —t
cl =3 % (ply — p0z)
c2=3x% (p0y — 2 % ply + p2;)
3 =p3s — p0z + 3 * (plz — p24s)
if ¢3 # 0 then

a=c2/c3

b=rcl/c3

c=1c0/c3

a=a/3

p=>b/3—a?
g=2%a®—ax*xb+c)/2
d=q2+pb

out = znajdz pierwiastek funkcji szesciennej(t,a,b,c,d)
else
a=c2
b=-cl
c=1c0
if a # 0 then
out = znajdz pierwiastek funkcji kwadratowej(t,a,b,c)
else if b # 0 then
out = znajdz pierwiastek funkcji liniowej(t,b,c)
else if ¢ # O then
out =0
end if
end if
return out

end function

Postepowanie takie, przedstawione w listingu 2 lub w listingu 3, pozwala interpolowac pa-
rametry w metodzie klatek kluczowych przy uzyciu krzywej Béziera w parametryzacji (3.4),
opisanej szerzej w rozdziale 3.1.

Listing 1 wyznaczania parametréw, z uwzglednieniem czterech mozliwych sposoboéw in-
terpolacji parametrow w metodzie klatek kluczowych, w znikomym stopniu wptywa na czas
tworzenia jednej klatki filmu animowanego. Twoércy programow graficznych pracujacych w
trybie offline nie przyktadaja duzej wagi do wydajnos$ci obliczeniowej algorytmu wyznaczania
warto$ci funkcji interpolacyjnych w metodzie klatek kluczowych, natomiast bardziej zwracaja
uwage na intuicyjny interfejs oraz liczbg funkcji oddanych w rece artystom. Rozwijane oraz
optymalizowane s3 tylko algorytmy odpowiedzialne ze globalne o$wietlenie, a takze techniki
definiowana (budowania) coraz to bardziej fotorealistycznych materiatow oraz udostgpniane sg
uzytkownikom coraz to nowsze funkcje wspomagajace oraz przyspieszajace produkcj¢ anima-

cjl.
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1.6.2 Aplikacje czasu rzeczywistego

Wspolczesne gry wideo to dynamiczne oraz interaktywne symulacje czasu rzeczywistego, gdzie
czas odgrywa bardzo wazna rolg [10]. I tak dla programistéw silnikow gier wideo najwazniej-
szym celem jest, aby czas generowania jednej klatki animacji byt jak najmniejszy, aby w ten
sposob uzyskiwac jak najwiekszg liczbe generowanych klatek na sekunde (ang. frames per se-
cond). Wlasnie t¢ miare, liczbe klatek na sekundg, programisci silnikow graficznych traktuja
jako prawdziwa miarg wydajnosci ich programow. Liczba klatek na sekundg to nic innego jak
czestotliwos¢ klatek wyrazona w Hz, czyli 1/s - odwrotnos$¢ czasu trwania jednej klatki. Z tego
wzgledu jest to miara nieliniowa, nie nalezy poréwnywac bezwzglednych wartos$ci liczby klatek
na sekunde. Jest jednak dobra do okres$lenia, czy generowana animacja w wirtualnym $wiecie
jest postrzegana przez odbiorcow jako ptynna czy skokowa. Subiektywny efekt ptynnosci mozna
uzyskac juz przy 24 — 30Hz, ale zwigkszenie tej wartosci do 60Hz a nawet do 144Hz odbierana
jest przez uzytkownikow jako lepsza, bardziej ptynna.

Programis$ci gier wideo narzucaja sobie przy budowaniu gry gorne ograniczenie czasu trwa-
nia jednej klatki (dla wspolczesnych gier ta warto$¢ wynosi 16.6ms lub 33.3ms odpowiednio
60Hz lub 30Hz [25]). Warto$¢ ta jest rowna czestotliwosci (lub jej wielokrotnosci) od§wiezania
wiekszosci obecnych monitoréw lub telewizoréw. Przy okazji wartos¢ ta jest rozsadnym kom-
promisem pomie¢dzy czasem potrzebnym na symulowanie ztozonych wirtualnych $wiatow oraz
coraz to bardziej fotorealistycznej wizualizacji, a zachowaniu duzej liczby klatek na sekundg.
Dodatkowo ustalenie jednego statego czasu jednej klatki symulacji pozwala na synchronizacje
czynnosci wykonywanych przez wszystkich graczy w grach wieloosobowych.

Mimo ze czestotliwos¢ 60Hz jest bardzo czesto spotykana w monitorach oraz telewizorach
obecnych na rynku, w 2014 roku organizacja VESA ogtosita dodanie nowego standardu dla
interfejsu DisplayPort 1.2 o nazwie ,,Synchronizacji Adaptacyjnej” (ang. Adaptive-Sync) [56],
Technologia stojgca za tym standardem umozliwia sterowanie, przez aplikacje, czgstotliwoscia
od$wiezania monitora komputerowego, w pewnych ustalonych zakresach czgstotliwosci.

Na czas jednej klatki symulacji sktadaja si¢ czasy wykonywania podprograméw takich jak
symulacja praw fizycznych, tworzenie realistycznej grafiki, obliczenia zwigzane z animacjg oraz
zachowaniami aktorow na scenie, obstuga urzadzen wejscia [10]. Suma wykonywania wszyst-
kich podprogramow klatki musi by¢ mniejsza niz ustalony czas jedne;j klatki, gdyz przekroczenie
tego czasu powoduje, ze klatka symulacji trwa dwa razy dtuzej, a to odbija si¢ niekorzystnie dla
liczby klatek na sekunde. Dlatego tez bardzo duzy nacisk ktadziony jest na optymalizacje, a co
za tym idzie, szybkos$¢ dziatania kazdego z podprogramow.

Marginalny dla aplikacji pracujacych w trybie offline problem wydajno$ciowy w interpolo-
waniu parametrow w metodzie klatek kluczowych, w aplikacjach czasu rzeczywistego jest juz
nie do pomini¢cia (gdy potrzeba jest ozywi¢ coraz to wigksza liczbe obiektow na wirtualnej

scenie). Dlatego tez w podprogramie odpowiedzialnym za obliczenia zwigzane z animacjami
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obiektow na scenie preferowana jest okrojona réoznorodnos¢ w liczbie dostgpnych funkcji (opi-
sanych w dodatku A), kosztem zwigkszenia liczby wykonywanych operacji (co za tym idzie
mozliwo$¢ animowania wiekszej liczby parametrow, obiektow, postaci) w ciggu jednej klatki
generowanej sceny.

Do produkcji animacji na potrzeby gier wideo powszechnie wykorzystuje si¢ te same narze-
dzia, co do produkcji filméw animowanych. Programy te maja na tyle rozbudowane narzgdzia do
modelowania obiektow trojwymiarowych, animacji, teksturowania, projektowaniu materialow
itp., Ze staly si¢ uzyteczne w obu zastosowaniach. Formaty do zapisu animacji (takie jak FBX®
[61], COLLADA™[47], OpenGEX [48]), ktore sa potrzebne jako pliki wymiany pomigdzy apli-
kacjami graficznymi (lub pomiedzy aplikacjami do generowania modeli tréjwymiarowych oraz
animacji a silnikami gier wideo), powszechnie obstuguja tylko trzy funkcje interpolacyjne dla
metody klatek kluczowych. Sa nimi: funkcja schodkowa, funkcja liniowa i krzywa Béziera trze-
ciego stopnia.

Propozycje implementacji funkcji interpolacyjnych w silnikach aplikacji czasu rzeczywi-
stego mozna znalez¢ w dokumencie formatu plikow OpenGEX [48] 1 przedstawia si¢ nastepu-
jaco: Algorytm interpolacji parametrow jest dwuetapowy. W pierwszym etapie wyznaczany jest

parametr s dla danego czasu ¢.

+ Dla funkcji liniowej przestawia si¢ nastgpujaco

s(t) = ti__ttll (1.6)

gdzie ¢, oraz t, okre$lone chwile klatek kluczowych.

» Dla krzywej Béziera trzeciego stopnia wyznaczenie s wigze si¢ z rozwigzaniem rOwnania
(1 —5)*t; +3s(1 — s5)%c; +35*(1 — 8)cp + 8°ty —t =0 (1.7)

gdzie 1y, c1, ta, co to wspotrzedne x odpowiednio kolejnych punktéw kontrolnych krzy-
wych Béziera trzeciego stopnia. Jesli ¢y, ¢, to, co spelniajg zalezno$¢ t; < ¢; < ¢y < to to
rownanie (1.7) ma tylko jedno rozwigzanie, ktére mozna szybko znalez¢ poprzez zastoso-
wanie iteracyjnej metody Newtona, poczawszy od sy = s(t) wyznaczonym z przypadku

liniowego (1.6) i poprawianym przez:

(tQ — 302 + 301 — tl)S? + 3(02 — 201 + tl)S? -+ 3(C1 — tl)si + tl —
3(t2 — 302 + 361 — tl)S? + 6(62 — 261 + tl)Si + 3(01 — tl)

L)

Si+1 = Si —
az do uzyskania wartos$ci o satysfakcjonujacej doktadnosci.

Po znalezieniu wartos$ci parametru s, w drugim etapie wyznaczana jest warto$¢ parametru
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* Dla funkcji skokowe;j
v(s) = v (1.9)

gdzie v; wartos¢ poczatkowa interpolowanego parametru.

* Dla funkcji liniowe;j
v(s) = (1—s)vy +svy, s€]0,1] (1.10)

gdzie v, oraz v, to warto$ci interpolowanego parametru, odpowiednio poczatkowa oraz

koncowa.

* Dla krzywej Béziera trzeciego stopnia
v(s) = (1 — 8)°vy + 3s(1 — 5)*p1 + 352 (1 — s)pas®vy, s €[0,1] (1.11)

gdzie vy, p1, P2, v to wspdirzedne y kolejnych punktow kontrolnych krzywych Béziera

trzeciego stopnia.

1.7 Whnioski

Analizujac przedstawione w poprzednich rozdziatach wlasciwosci interpolacji mozna bytoby
wyciggnaé proste wnioski zwigzane z praktyka stosowania odpowiednich algorytmoéw. Inter-
polujac parametry w metodzie klatek kluczowych z uzyciem krzywej Béziera trzeciego stop-
nia, placi si¢ do$¢ wysoka cen¢ za wygode w ich konstruowaniu, w postaci rozbudowanego
algorytmu. Wygoda w budowaniu rozumiana jest jako mozliwo$¢ bardzo tatwej 1 intuicyjnej
metody konstruowania animacji ze zmienng predkoscig w interpolowaniu parametrow, poprzez
zmiang potozenia tylko dwdch punktéw (uchwytdéw krzywej Béziera trzeciego stopnia). Algo-
rytm interpolacji parametrow sktada si¢ z dwoch etapow i koniecznosci iteracyjnego znajdywa-
nia parametru s, dlatego powszechnie stosuje si¢ inne rozwigzanie (patrz dodatek E) —algorytmy
wykorzystywane w aplikacjach dziatajacych offline nie sprawdzajg si¢ w aplikacjach w czasu
rzeczywistego.

Jednak problem interpolacji, a tym samym opisu ruchu w animacji, jest znacznie Szerszy.
Opis ruchu jest chyba najwazniejszym czynnikiem decydujacym o odbiorze (akceptacji) ani-
macji przez widza. Norman McLaren, pionier animacji oraz zdobywca Oscara, w autobiografii

Chucka Jonesa (wybitnego ilustratora w studio Warner Brothers) powiedziat:

., W animacji nie jest sztukq narysowac ruszajgce sie obrazki — sztukq jest zobra-
zowac ruch. A wazniejsze od tego, co znajduje sie na klatkach jest to, co dzieje sig
pomiedzy nimi” (ang. Animation is not the art of drawings-that-move, but rather
the art of movements-that-are-drawn. What happens between each frame is more

important than what happens on each frame). [15]
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Wypowiedz ta w bardzo trafny sposob okresla problem ruchu i roli jego opisu w animacji. Z
jednej strony animacja zbudowana jest z elementow sktadajacych si¢ z innych dziedzin sztuki,
np. ilustracji czy tez malarstwa, ale jest od nich bogatsza w tre$¢. Samo przedstawienie obiektow
na statycznym ptdtnie nie niesie ze sobg pelnej informacji o narysowanych obiektach. W anima-
cji dopiero ruch zdradza ich prawdziwa nature oraz daje mozliwo$¢ zrozumienia posiadanych
przez nie wlasciwosci fizycznych lub cech emocjonalnych postaci. Z drugiej strony animacja,
jak kazda sztuka, jest pewnym uproszczeniem i symbolicznym przedstawieniem rzeczywistosci.
Nawet grafika realistyczna jest tylko §rodkiem wyrazu stosowanym przez rezysera.

Mimo tego, ze praktycznie wszyscy animatorzy podkreslaja, ze praca nad animacjg spra-
wia im przyjemnos¢ i satysfakcje z kreowania animowanego $wiata, to jednak dopiero odbiorca
(widz) decyduje o odbiorze dzieta. To percepcja i odczucia widza decydujg o jakosci i akcep-
tacji animacji. Kaczor Donald (studio Walta Disneya), Mi$ Yogi (wytwornia Hanna-Barbera)
czy Koziotek Matotek (Studio Miniatur Filmowych) sa postaciami przedstawionymi z réznymi
stopniami uproszczenia przez tworcow. Kazda z tych postaci ma swoich zwolennikow, ale tez
kazdy widz zauwazy roznice w opisie ruchu tych przyktadowych postaci, np. wielbiciele Di-
sneya podkreslajg zawsze ptynnos¢ i ,,posuwistos$¢” ruchu. Jednak tym, co taczy wszystkie te
przyktady, jest pewnego rodzaju naturalno$¢ ruchu. Naturalno$¢ rozumiana jako zgodnos¢ z do-
swiadczeniem widza 1 jego oczekiwaniem. Widz jest w stanie zaakceptowac prawie dowolny
poziom uproszczenia (umownosci) w rysunku i szczegotach przedstawienia postaci. Trudno
mu bedzie natomiast zaakceptowac nienaturalny ruch postaci. Mozna zaakceptowac prawie do-
wolne uproszczenia w przedstawieniu postaci animowanego ptaka, ale zeby ten ptak odleciat
w odpowiedniej sekwencji filmu, to musi rusza¢ skrzydtami w sposob odpowiadajacy ruchom
skrzydet rzeczywistego ptaka.

Problem opisu ruchu byl zawsze podstawowym problemem animacji tradycyjnej i staje si¢
jednym z najpowazniejszych probleméw wspotczesnej animacji komputerowej. Motywacja do
rozwigzania problemow postawionych w tej pracy jest potrzeba opracowania metod interpolacji
ruchu w animacji, metod pozwalajacych w latwiejszy sposéb kreowaé trajektorie ruchu przez

wspotczesnych animatorow.
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Rozdzial 2
Cel, teza i zakres pracy

Celem przeprowadzonych badan bylo opracowanie nowego sposobu interpolacji parametrow
animacji w metodzie klatek kluczowych, przy uzyciu krzywej Béziera trzeciego stopnia dla apli-
kacji czasu rzeczywistego. Kubiczna ptaska krzywa Béziera jest wykresem funkcji przestgpne;j
opisujacej pewien parametr animacyjny w zaleznosci od czasu.

Analiza probleméw wydajnosciowo-pamigciowych w aplikacjach czasu rzeczywistego, ta-
kich jak gry wideo, upowaznia do postawienia nastepujace;j tezy.

»Mozliwe jest znalezienie funkcji sklejanej trzeciego stopnia, opisanej przez niewiele
kawalkow wielomianowych, przyblizajacej wspomniang wyzej funkcje przestepna z dobra
dokladnoscia w ustalonej metryce i da si¢ to zrobi¢ metodami algebry”.

Okreslenie ,,z dobrg doktadno$cia” rozumiane jest w sposob geometryczny (wigcej infor-
macji mozna znalez¢ w rozdziale (4)). Wielomian trzeciego stopnia zostat wybrany w prezen-

towanej metodzie poniewaz:

* Wielomian trzeciego stopnia pozwala taczy¢ krzywe z zachowaniem maksymalnie klasy
gtadkosci C2.

» Kazdy wielomian co najwyzej trzeciego stopnia mozna przeksztatci¢ do postaci parame-
trycznej krzywej Béziera trzeciego stopnia. Ta wlasciwo$¢ umozliwi, po aproksymac;ji
zaprezentowang metoda, podglad animacji w programach do edycji oraz zapis animacji
w dostepnych obecnie formatach plikow (takich jak Collada™, FBX® itp), bez dodatko-
wych koniecznych zmian w tych formatach plikow.

* Wyznaczenie wartosci wielomiandw co najwyzej trzeciego stopnia jest mozliwe przy po-
mocy wzoru f(x) = ((axz+b)xx+c)xx—+d. Zastosowanie tego wzoru pozwala sprzgtowo
wspomaga¢ wyznaczanie warto$ci wielomianow poprzez trzykrotne uzycie specjalnego
rozkazu procesora typu FMA (ang. fused multiply add)[49]. Rozkaz ten w jednym cyklu

wykonuje obliczenia d = a * b + ¢ mnozenia oraz dodawania.

* Minimalizacja liczby N wielomianéw uzytych do aproksymacji spowoduje, ze zapotrze-
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bowanie przestrzeni pamigciowej dla przechowywania animacji wyniesie 4 x N, ponie-
waz jednoznaczne przedstawienie wielomiandw co najwyzej trzeciego stopnia wymaga

przechowania w pamig¢ci komputera czterech wspotczynnikow wielomianu.

Do udowodnienia postawionej tezy, przy uwzglednieniu wyzej omoéwionych zatozen, ko-

nieczna byta realizacja nast¢pujacych zadan:

* Wyznaczenie krzywej Béziera trzeciego stopnia w parametryzacji, ktérag mozna wykorzy-

sta¢ do wyznaczenia aproksymacji w ustalonej metryce funkcji cigghych.

* Wybdr odpowiedniej metryki, w ktorej istnieje ekstremala dla zadanego problemu opty-
malizacji, natomiast operacje wyznaczania ekstremali bytyby mozliwie proste (nie wy-

magajace stosowania zaawansowanych metod numerycznych).

» Znalezienie rownania opartego o wyznaczong ekstremale, ktére w sposdb jednoznaczny

wyznaczy wspotczynniki wielomiandw co najwyzej trzeciego stopnia.

* Przeprowadzenie analizy warto$ci granicznej btedu aproksymacji, dla ktorych wielomiany

aproksymujgce beda akceptowalne dla obserwatora.

Praca podzielona zostala na osiem rozdziatow.

Pierwszy rozdzial to wstepny opis pojecia animacji. Opisane zostaly takze zasady pozwala-
jace budowanie animacji o pozadanej dynamice. Nastepnie opisana zostata metoda klatek klu-
czowych wykorzystywana w animacji komputerowej oraz wtasciwosci krzywych interpolacyj-
nych uzywanych w tej metodzie. Przedstawiona zostata mozliwos¢ konwersji roznego rodzaju
funkcji interpolacyjnych do postaci krzywej Béziera trzeciego stopnia. Nastepnie zarysowany
zostal problem, z jakim programisci aplikacji czasu rzeczywistego (np. gry wideo) zmagaja si¢
w interpolowaniu warto$ci w metodzie klatek kluczowych.

W rozdziale drugim postawiono cel i tezg oraz zakreslono zakres prac do realizacji.

W rozdziale trzecim omowiono szczegotowo krzywa Béziera trzeciego stopnia w najczesciej
przedstawianej parametryzacji, ktora to parametryzacja utrudnia zastosowanie jej bezposrednio
w aplikacjach czasu rzeczywistego. W tym rozdziale zaproponowana zostata nowa parametryza-
cja krzywej Béziera trzeciego stopnia jako funkcja zmiany parametru (uzytego w metodzie kla-
tek kluczowych) w czasie, oraz przedstawione zostaty ograniczenia na punkty kontrolne krzy-
wej Béziera, tak by krzywa ta mogta by¢ wykorzystana jako funkcja interpolacyjna w metodzie
klatek kluczowych.

W rozdziale czwartym zaprezentowano metode jednoznacznego wyznaczenia wspotczyn-
nikéw wielomiandéw co najwyzej trzeciego stopnia aproksymujacych krzywa Béziera trzeciego
stopnia. W tym celu przedstawione zostaty warunki zachowania cigglo$ci w weztach, jakie pre-
zentowana metoda wymaga oraz dodatkowe warunki, ktore uzytkownik moze wybraé¢ do lep-

szej aproksymacji krzywej Béziera w konkretnym przypadku. Nastepnie omowiono przestrzenie
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unormowane i przedstawiono normy catkowe, wykorzystane do wyznaczenia funkcji minimali-
zujacej. Ekstremum warunkowe tej funkcji minimalizujgcej pozwala jednoznaczne wyznaczy¢
wspotczynniki wielomiandw aproksymujacych.

Rozdziat piaty jest wstgpem do analizy zaproponowanej w pracy metody (z rozdziatu czwar-
tego). Zawiera opis postaci znormalizowanej krzywej Béziera trzeciego stopnia. W rozdziale
tym zaproponowano przyktadowe testowe krzywe, ktore poddane zostang badaniom 1 analizie.
Opisano takze problem wplywu wartosci bledu aproksymacji (z rozdziatu czwartego) na wizu-
alny odbidr aproksymowanej animacji.

Rozdzial szosty zawiera opisy testow, ktérymi poddana zostata metoda zaproponowana w
pracy. Zaproponowane testy pozwalajg zbada¢ wptyw punktow konfiguracyjnych, uzytych w
metodzie proponowanej z rozdzialu czwartego, na wartos¢ btedu aproksymacji. Dodatkowo
przedstawiono testy wydajnosciowe 1 pamigciowe oraz analiz¢ ich wynikow na tle wynikow
innych technik opisanych w dodatku E.

Rozdziat si6dmy zawiera podsumowanie. Przedstawiono stopien realizacji nakreslonych w

pracy zadan oraz uzyskane rezultaty, ktore potwierdzajg shusznos¢ postawionej w pracy tezy.
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Rozdzial 3

Krzywa Béziera

3.1 Krzywa Béziera jako wykres funkcji

Krzywa Béziera n-tego stopnia [63] nazywamy zbior punktow plaszczyzny R?, wyznaczony

przez n + 1 jej punktow Py, P, ..., P, oraz parametryzacje
P(t)=) PB(t) gdzet € [0,1] (3.1)
=0

gdzie B!'(t) jest wielomianem stopnia n wyrazonym wzorem

BrM(t) = (”) (1 — )" gdziei=0...n (3.2)

7

Wielomiany (3.2) sg blisko zwigzane z wielomianami Bernsteina, i czg¢sto w publikacjach tak
okreslane w kontekscie krzywych Béziera. Pierwotnie wielomiany tej postaci zostaty wykorzy-
stane do udowodnienia twierdzenia Weierstrassa dla przypadku jednowymiarowego [2].
Punkty Py, Py, ..., P, nazywamy punktami kontrolnymi.
W zainteresowaniu niniejszej pracy sa tylko krzywe Béziera trzeciego stopnia i wowczas

ich parametryzacja ma posta¢
P(t) = Py(1 —1)* +3Pit(1 —t)® + 3Pot*(1 — t) + Pst® gdziet € [0, 1] (3.3)
Funkcje wektorowa P(t) mozemy przedstawic takze w postaci
P(t) = (x(t), y(t)) (3.4)
gdzie x(t) oraz y(t) sa wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia,

z(t) = zo(1 — t)3 + 3w1t(1 — £)* + 3wot?(1 — t) + 23t> ¢ € [0,1]

3.5
y(t) = yo(1 — )3 + 3y1t(1 — )% + 3yat?(1 — t) + yst>  t € [0,1] (3-)
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Wzor na parametryzacje (w bazie wielomianéw Bernsteina) mozna przedstawi¢ w postaci pa-

rametrycznej (w bazie potegowej)

P(t) = { 2(t) = g(t) = aot® + fof? + 30t +05 £ € [0,1] 6

y(t) = f(t) = ant® + B> + mt + 61t €[0,1]

t nalezy do odcinka [0, 1].

Przyblizania krzywej w opisie parametrycznym (czyli posta¢ krzywej Béziera ze wzoru
(3.6)) prowadzi do konstruowania ciggu par funkcji. Podczas gdy przyblizanie krzywej jako wy-
kresu funkcji sprowadza si¢ do konstruowania ciggu funkcji, co jest najczesciej duzo tatwiejsze
od konstruowania par funkcji.

Zatem poszukiwana jest posta¢ krzywej jako wykresu funkcji y = y(x), czyli przejscie od
opisu krzywej w postaci parametrycznej do opisu krzywej jako wykresu funkc;ji.

W tym celu nalezy rozwikta¢ wzgledem parametru ¢ pierwsze rownanie z (3.6), a nastepnie
otrzymang funkcje ¢ = ¢(z) podstawi¢ do drugiego rownania z (3.6). Ztozenie y(z) = y(t(x))

zostanie zapisane w prostszej postaci

Clx) = flg~" () (3.7)

Funkcje C(x) bedziemy nazywa¢ funkcja wejsciowa, funkcje g nazywac bedziemy funkcjg
wewnetrzna, funkcje f funkcja zewnetrzna.

Poniewaz funkcja g jest wiclomianem stopnia trzeciego, zatem jest jednoznacznie wyzna-
czona przez swoje cztery wspotczynniki liczbowe ayg, by, co, do, ktore moga by¢ wyliczone przy

pomocy wzoru

ag —1 3 -3 1 Zo

b() 1 3[[‘3 —31'0 - 6ZE3 61’0 + 3.133 —SZEO T
=— * (3.8)

Co (w3 — 20) —3x§ 6xor3 + 3:1:§ —3$(2) — 6zox3 3:1:(2) To

do T3 —3xor2 3xirs —z3 T3

Podobnie funkcja f jest wielomianem stopnia trzeciego, wigc wyznaczona przez kolejne
cztery wspotczynniki liczbowe ay, by, ¢1, dy. Podobnie jak poprzednio wspotczynniki te mozna

wyliczy¢ przy pomocy wzoru

aq —1 3 -3 1 Yo
b1 1 31‘3 —3l'0 — 6!133 6[L‘0 + 3£L'3 —31'0 U1
- 3 2 2 2 2 * (3.9)
cy (23 — 20) —3z5 b6xoxs + 3z5 —3xy — 6xoTs 37 Yo
dy T3 —3xwo12 3xirs -3 s

Zakresem zmiennosci x jest odcinek [z, 3] wyznaczony przez pierwsze wspotrzedne punk-
tow, Py 1 P3 odpowiednio. Przy wyprowadzaniu powyzszych wzorow zostaty uwzglednione

warunki
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{ C(x0) = P(0)
C(x3) = P(1)

Przeksztatcenia wyznaczone przez macierze znajdujace si¢ w prawych stronach wzorow () sa

(3.10)

odwracalne, zatem kazdg par¢ wielomianéw co najwyzej trzeciego stopnia (o wspotczynnikach

a,bo,Co,do dla pierwszego wielomianu oraz ay,b;,¢1,d; dla drugiego) w przedziale [z, x3) mozna

przedstawi¢ nastepujaco.

oraz

xy T3 Ty
Zo
9 Ty + 2z0x3 270 + T3
1 Tol3 3 3
To o2 T3+ 2x0x3 T + 273
3 3 3
T
3 3 3 T3
i 2
9 m% + 2x9x3 270 + T3
N ToT3 3 3
T2+ 2wors T + 273
Y2 2
Ys 3 2

1
1

(3.11)

(3.12)

Z przedstawiong parametryzacja (3.7), wigza si¢ dwa powigzane ze sobg problemy.

1. Krzywa Béziera w parametryzacji (3.1) (w szczeg6lnosci krzywa Béziera trzeciego stop-

nia) moze przedstawiaé rdznego rodzaju trajektorie, nawet takie, ktore zawieraja pgtle

albo tuki, na przyktad takie jak na rysunku 3.1.

15

05

P2

P1

-

P3 05
PO

PO

Pl
P2

P3

05

15 2

Rysunek 3.1: Przyktad Krzywych Béziera trzeciego stopnia zawierajacych petle oraz tuki.

Takiej postaci trajektorii nie da si¢ zapisa¢ jako wykresu funkcji y = y(z) lub x =

x(y), gdyz nie spetniona jest definicja funkcji jako ,,przyporzadkowania kazdemu ele-

mentowi ze zbioru X doktadnie jednego elementu ze zbioru Y. Trajektorie te moga by¢

opisane przy pomocy funkcji wieloznacznych, w szczegdlnosci powierzchni Riemanna.
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2. Zagadnienie odwracania funkcji (przeksztalcen) w problemie opisywanym w pracy za-
wezone jest do wielomianow 1 w ogdlnym przypadku prowadzi do pojecia funkceji wielo-
znacznej [34] (funkcji analitycznej w sensie Weierstrassa [20]). Przechodzac do zmienne;j
zespolonej i rozpatrujac funkcje odwrotne do wielomianow dochodzimy do szczegdlnej
postaci funkcji wieloznacznych: powierzchni Riemanna [34]. Pojecie to bytoby pozy-
tecznie przy rozpatrywaniu wszystkich postaci krzywych Béziera w parametryzacji (3.1),

miedzy innymi takich jak na rysunku 3.1.

Dlatego, aby krzywa Béziera w parametryzacji (3.6) mogla by¢ uzyta w poszukiwaniu aprok-
symacji wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia, nie sa dopuszczalne wszystkie jej postacie,

lecz tylko takie, ktore speiniajg warunek
g (x) >0, €z, ux3) (3.13)

Zbior wszystkich funkcji spetniajgcych ten warunek oznaczone zostanie €2, . Warunek ten (3.13)
gwarantuje, ze funkcja wewngtrzna begdzie funkcja Scisle rosnaca, co skutkuje tym ze bedzie
odwracalna w przedziale x € [z, 23], oraz funkcja C'(x) nie bedzie posiadata tukéw oraz petli
jak na rysunku 3.1.

Ponadto dopuszczalny jest takze stabszy warunek
g (x) >0, € [zg,xs] (3.14)

krzywe C(x), ktore spetniaja ten warunek, dopuszczaja istnienie jednego punktu przegigcia w
[0, 23] (nie mamy w tym przypadku do czynienia z lokalnym ekstremum, gdyz nie jest spet-
niony warunek zmiany znaku pierwszej pochodnej funkcji w otoczeniu punktu stacjonarnego,
czyli punktu jej zerowania si¢).

Zbior wszystkich funkcji spetlniajacych ten warunek (3.14) zostanie oznaczony €.

Zbior 0 = Q0\ Q. , wyznacza rodzine funkcji ktorych pierwsza pochodna ma jedno miejsce

zerowe w przedziale [xg, z3].

3.1.1 Interpretacja krzywej Béziera w metodzie klatek kluczowych

W rozdziale 1.3 (strona 16) zostalo przedstawione, ze klatka kluczowa to para uporzadkowana
(x,y). Punkty kontrolne (Py,P;,P,,P;) krzywej Béziera, zdefiniowane przez pary wspotrzed-
nych P, = (z,,y,) gdzien = 0, 1, 2, 3, w naturalny sposob wkomponowuja si¢ w idee metody
klatek kluczowych.

Wykorzystanie parametryzacji krzywej w postaci (3.5) w prosty sposob pozwala wykresli¢

trajektorie na ptaszczyznie R? (np. jak na rysunku 3.2).
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(x1,yl) (x31y3)

(x2,y2)

(x0y0)

Rysunek 3.2: Przyktadowa krzywa Béziera trzeciego stopnia w R2.

Jednak w animacji komputerowej, wykorzystujacej metode klatek kluczowych, parametry-
zacja taka jest ktopotliwa. Powodem jest sposob, w jaki w animacji komputerowej interpreto-

wana jest jedna z osi.

Rysunek 3.3: Przyktadowa krzywa Béziera trzeciego stopnia uzyta jako krzywa interpolacyjna w

metodzie klatek kluczowych, na podstawie edytora animacji w programie Blender.

Jak pokazano na rysunku 3.3, wartosci na osi poziomej reprezentuja numery klatek, co w
metodzie klatek kluczowych przektada si¢ na czas w odtwarzanej animacji (odtwarzajac klatki
animacji po kolei z ustalona predkoscia, np. 24 klatek na sekundg, jak ma to miejsce w kinema-
tografii, numer klatki wyznacza konkretny czas w animacji). O§ pionowa interpretowana jest
jako warto$¢ parametru poddawany interpolowaniu.

Jak to byto przedstawione w listingu Algorytm 2 oraz Algorytm 3, interpolacja w metodzie
klatek kluczowych krzywej Béziera w parametryzacji (3.5) polega najpierw na wyznaczeniu
parametru ¢ dla zadanej warto$ci x (czyli rozwigzaniu rownania (1.7) metodami algebraicznymi
przedstawionymi w listingu Algorytm 3 lub numerycznymi (1.8)), aby nastepnie tak wyzna-

czong wartos¢ wykorzystac jako argument funkcji zewngetrznej.
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Takie postgpowanie jest konieczne, gdyz krzywa Béziera (w parametryzacji (3.1)) zaprojek-
towana byta jako jedno z narzgdzi wykorzystywanych w modelowaniu geometrycznym. Uzycie
tej samej parametryzacji dla krzywej interpolacyjnej w metodzie klatek kluczowych jest proble-
matyczne, szczeg6lnie dla aplikacji czasu rzeczywistego (np. gier wideo), gdyz parametryzacja
(3.5) nie udostepnia wzoru na warto$¢ interpolowanego parametru jako funkcji czasu (gdzie
wspotrzedna x, czyli numer klatki, jest traktowana jako czas animacji, a nie parametr t).

Warto zaznaczy¢, ze zmienna x mimo, ze moze wydawac si¢ wspoirzedng przestrzenna, to
w interpretacji animacji metoda klatek kluczowych jest wspotrzedna czasowa.

Wyznaczona posta¢ funkcji C(z) (3.7) pozwala wyznaczy¢ warto$¢ parametru (animowa-
nego metoda klatek kluczowych) jako funkcji czasu.

Parametryzacje (3.1) oraz (3.7) opisuja t¢ sama krzywa. Roznica jest w postaci uzytego
Wwzoru: pierwsza jest w postaci parametrycznej wzgledem zmiennej ¢, druga jest w postaci jawnej

wzgledem zmiennej x. Obie te parametryzacje przedstawia rysunek 3.4.

P1
PO

P3

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Rysunek 3.4: Rysunek z lewej strony na ktorym przedstawiono posta¢ parametryczng krzywej
Béziera trzeciego stopnia z widocznymi punktami kontrolnymi. Na rysunku z prawej przedstawiono

posta¢ jawna tej samej krzywej jako funkcje czasu.

Parametryzacjg krzywej Béziera (3.1) jak pokazano wczes$niej umozliwia konstruowanie
krzywej takiej jak na rysunku 3.1. W przypadku gdy obie osie w tych przyktadach sg osiami
przestrzennymi, taka posta¢ krzywej Béziera nie powoduje problemdéw z interpretacja ruchu.
Natomiast interpolacja tymi krzywymi nie jest mozliwa, gdyz podazajaca za nimi interpolacja
wymuszataby, w pewnych przedziatach, poruszanie si¢ ,,wstecz czasu”. Ten sam problem mozna
opisa¢ jako niedopuszczalng mozliwa bilokacje (w danej chwili obiekt jest w dwoch réznych
miejscach).

Jednak spetienie warunku (3.13) lub warunku (3.14) pozwala na utozsamienie, w metodzie

klatek kluczowych, wspotrzednej x z czasem.
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3.1.2 Funkcja odwrotna do wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia

W celu wyznaczenia wzoru na funkcj¢ C'(z), okreslong wzorem (3.7), koniecznoscig staje sie
znalezienie funkcji odwrotnej do wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia. Rozpatrzmy zatem

dowolny wielomian co najwyzej trzeciego stopnia,
y=W(z)=az’ +br*+cx +d (3.15)

Rownose (3.15) trzeba rozwikta¢ wzgledem zmiennej x. Sprowadza si¢ to do rozwigzania pro-
blemu znajdowania pierwiastkow wielomiandéw co najwyzej trzeciego stopnia.

Zaznaczy¢ trzeba takze iz problem znajdowania pierwiastkow ograniczony jest tylko do
rzeczywistych parametrow wielomianu oraz dziedziny funkcji w zbiorze liczb rzeczywistych
(gdyz w tej dziedzinie wykorzystywany jest w animacji komputerowej).

By rozpatrywany wielomian (3.15), mogt by¢ wykorzystany w problemach opisywanych w
pracy, nalezy rozpatrywa¢ go wraz z warunkiem (3.13). Mozliwych jest kilka przypadkéw w
zalezno$ci od stopnia wielomianu. Poniewaz wielomiany stopnia 0 sg funkcjami statymi, czyli

nie spetniajg warunku (3.13), nie bedg tu rozpatrywane.

* W (x) jest pierwszego stopnia W (x) = cz + d.
Funkcja tej postaci spetnia warunek (3.13) wtedy 1 tylko wtedy gdy

¢ > 0. (3.16)

« W (x) jest drugiego stopnia: W (z) = bx? + cx + d.

Warunek (3.13) oznacza ze

2b:}c—|—c>0<:>(b>0/\m>—§))\/(b<0/\x<—2—cb). (3.17)

« W (x) trzeciego stopnia: W (z) = ax® + ba? + cx + d.
Funkcja tej postaci spetnia warunek (3.13), 3ax? + 2bz + ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy gdy

b? v’ Vb? —3ac—b
(a>0/\c>—)\/(a>0/\c<—/\x>¢
3a 3a 3a

). (3.18)
A zatem wzory na pierwiastki wielomianu (3.15) sa nastepujace:

+ Dla wielomianu 1-go stopnia

W(x)=cr+d=0%

T =—
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* Dla wielomianu 2-go stopnia

W(z)=br*+cr+d=0<x

—c— /2 —4bd
g =
2b
. —c++/c? —4bd
1 p—
2b

* Dla wielomianu trzeciego stopnia

W tym przypadku konieczne jest przeksztatcenie wielomianu trzeciego stopnia do postaci

kanoniczne;j

W(x)=ar® +br* +cx+d=0

B b
r=S8— 5

_ 3ac—b?

 3a?

20 — 9abe + 27a%d
7= 27a3

W(t) =t +pt+q
po czym w zalezno$ci od wartosci p oraz ¢ wzory na pierwiastki wielomianu trzeciego

stopnia przedstawiajg si¢ nastepujgco:

—p=0

-p>0

I3

2\/7 sinh <— arcsinh (ﬁ \/§>)
2p\Vp
—24/=sinh (| = arcsmh 3q § — i
2p P 3a

= cosh ( arccosh ( ]q| —§>)
2p p
b
o = —2sgn(q — cosh arccosh 3|q| _3 -
2p p 3a

W

w3

—p<O0A4p>+27¢* >0

sp = —2sgn(q

wﬁ

w@



—p<O0A4p>+27¢* <0

So =2 _b cos (1 arc cos (3_(1 —§))
3 3 2p D

s1 =2 LDeos <1 arc cos (ﬁw—%) — 2—7T>
3 3 2p P 3

S9 = 2 —g cos <é arc cos (Z—Za / —;) — 4%)

To = 2 P cos (1 arc cos (3_(1 —§)) — i
3 3 2p P 3a

T] =2 P cos <1 arc cos (ﬁw—%) — 2—7T> _b
3 3 2p P 3 3a
P (1 (3q / 3) 47T> b

Ty = —zcos | zarccos | —4/— ) — = ) — —
3 3 2p P 3 3a

Wykorzystujac powyzsze wzory na pierwiastki wiclomianow co najwyzej trzeciego stopnia,

otrzymujemy wzory na funkcje do nich odwrotne W~ (x).

* Dla wielomianu 1-go stopnia

W(z)=cr+d
1
==
C
P
C
W lz)=1lzv+k

* Dla wielomianu 2-go stopnia

W(x) =br* +cx+d

2 d
ST R
1
l=-

b
d
B=——
2b

Wy (z) =B — iz +k
Wilz)=B+Viz+k
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* Dla wielomianu trzeciego stopnia

W(z) = az’® +br* + cx +d

B 3ac — b?
P= 3a?
B 203 — 9abe + 27a2d
1= 27a3
— p —
203 — 9abe + 27a%d
E = —
27a3
1
==
a
p__ b
3a
W lz)=VIr+k+ B
-p>0

A:—z\/?
3

p__2t
3a
I 3 20 — 9abc + 27a%d
- —Ap 27a3
l 3 1
- —Apa

1
W~!(x) = Asinh (§ arcsinh(lz + k)) + B

—p<O0A4p>+27¢* >0
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A=—-24/—%
3
B _L
3a
p— 3 (20* — 9abe + 27a*d)
Ap 27a3
31
 Apa

1
WY (z) = sgn(lz + k) A cosh (5 arccosh (|lx + k|)> + B

- p<OA4p?+27¢*> <0

A=2,/-L
3
B-_ 0
3
b 3 (20° — 9abc + 27ad)
- Ap 27a3
1
z—3 =
a
1
Wyt (x) = Acos <§ arc cos (lx + k:)) +B
1 2m
W (z) = Acos 5 arccos lx—l—k)—? + B
1 4
W, H(x) = Acos (garccos ll’—i-k)—?ﬂ-)—i-B

Otrzymane wyzej wzory pozwalaja na skonstruowanie funkcji g~!(z) odwrotnej do funkcji

g potrzebnej we wzorze (3.7).

3.1.3 Funkcja C'(x)

Majac wyznaczone wzory na funkcje g~

metryzacji (3.7) jako wykresu funkcji.

° CL1:0/\b1:O

(x), mozliwe jest przedstawienie poszukiwanej para-
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'a1:0

ca1 Z0Ap=0

C(r) = ax® + B> + vz + 6§

1
-
1
A
“ (3.19)
a = ayl? '
5 = 3&Ql2k + bolz
v = 30,0”62 + 2b0”{3 + Col
0= a0k3 + bol{?2 + Cok’ + do
C(x) = a®(z)® + O(z)* +yP(z) +
po G _d
4b? by
1
l=—
by
po_%
2by (3.20)
O(z) =Vie+k
a = sgn(by) * ag
ﬁ = 3a0B + bo
v = sgn(by) * (3agB* + 20y B + cp)
0= CL()B3 + bQB2 + C()B -+ do
C(z) = a®*(x) + BO*(z) + v®(x) + &
p__"t
3@1
I — 2[?:1)) — 9@1[)101 + 27a%d1
27a3
1
-
ax (3.21)
O(x) =iz + k
a = Qo
B = 3@03 -+ bo

Y= 3&032 + QboB + ¢
0= CLQB3 + boBQ + C(]B + do
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ca1 #Z0Ap>0

P
A=—2,/P
3
b
B=——-
3&1
L — 3 Zb? — 9(1,1()101 + 27a%d1
—Ap 27a3
3 1
= (3.22)
- 1

®(x) = sinh <% arcsinh(lz + k))
a = A3
B = 3agA’B + by A*
v = 3agAB* + 20y AB + ¢y A
§ = agB? + byB? + ¢y B + d,
ca, Z0Ap <OAN4p® +27¢°> >0

C(x) = a®3(z) + pO*(z) +y®(x) + 9

p

A=-2 /%
B—_"

3aq
I — i (26? — 9@1()1(31 + 27a%d1)

Ap 27a3

1 3

- (3.23)

() = cosh (% arccosh (|lx + k;\))
o = sgn(q) * apA®
8 = 3agA2B + by A
v = sgn(q) * (3agAB? + 20y AB + ¢y A)
§ = agB? + byB? + ¢y B + d,
s a1 Z0ANp <OAN4P +27¢° <0
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Cu(r) = a®?(2) + BP2(z) + vy (x) + 0

uwe{0,1,2}
A=2,/-P
3
B—_ "
3&1
L — i (Qb? — 9&1[)101 + 27a%d1)
Ap 27a3
| 1 3 (3.24)
~ aAp
1 2
o, (z) = cos (5 arccos (lz + k) — u%)
a = agA®

ﬁ = 3(1,01423 + boA2
Y= SCL(]AB2 + 2b0AB + C()A
6 = agB’® + by B* + coB + dy

Poszukiwana parametryzacja okazata si¢ sktadac z sze$ciu rodzin funkcji. O ich postaci de-
cyduja wartosci wspotczynnikow funkcji wewnetrznej g. W ogoélnym przypadku wielomianu
trzeciego stopnia mamy do czynienia z czterema wspolczynnikami, przybierajagcymi wartosci w
zbiorze liczb rzeczywistych. Oznacza to, ze wielomiany te tworzg czterowymiarowg przestrzen
wektorowsa. Juz to czgsciowo wyjasnia zréznicowanie postaci funkcji do nich odwrotnych, a co
za tym idzie postaci poszukiwanej funkcji C'(x).

W przypadku gdy a; = 0 A by = 0 (czyli g jest funkcja liniowa) funkcja C'(x) jest wielo-
mianem co najwyzej trzeciego stopnia.

W pozostatych przypadkach otrzymujemy ztozenia wielomianu z funkcjami przestepnymi.
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Rozdzial 4

Nowy sposob aproksymacji krzywych

Béziera trzeciego stopnia

Pojecie aproksymacji czyli inaczej ,,przyblizanie” wymaga wyjasnienia, w jaki sposob rozu-
miemy wystepujaca tu,,bliskos¢”. Najczesciej ,,blisko$¢” rozumiana jest w sposob geometryczny.
Zatem wymagane jest wprowadzenie pojecia odleglosci. W szeroko rozumianej geometrii odle-
glo$¢ mierzona jest przy pomocy metryki. Dlatego w tym punkcie konieczne jest wyjasnienie,
w jaki sposob mierzony bedzie btad aproksymacji krzywej Béziera. Warto takze wyjasnic, ze
pojecie btedu aproksymacji (lub doktadnos$ci aproksymacji) funkcji rozumie si¢ jako odlegtos¢
funkcji aproksymowanej do funkcji aproksymujacej w ustalonej metryce przestrzeni funkcji

ciagglych.

4.1 Opis metody

Metoda prezentowana w pracy dla danych N + 1 punktow sg, s1,. .., Sy_1, Sy, ktore nazwano
weztami, a dodatkowo s, sy nazywano weztami zewnetrznymi, podczas gdy wezly sq, ..., sy—1
- wezlami wewnetrznymi, definiuje N wielomiandéw co najwyzej trzeciego stopnia

fo(z), fi(x), ..., fn_1(x), takich ze

N-1
Clz) ~ Z filx) @ € [zo, w3 (4.1)
i=0
gdzie
CLZ‘JIS + bix2 +cx + dz dla z € [Si, 82'4_1]
filz) = 4.2)
0 dla z ¢ [si,5i11]

a wezly s, sy sa koncami przedziatu okreslono$ci funkcji wejsciowej C'(x)

%0 = o 4.3)

SN = I3
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Metoda prezentowana w pracy polega na wyznaczeniu w weztach, zewnetrznych oraz we-

wnetrznych, warunkoéw cigglosci wielomianow (opisane w rozdziale 4.2), oraz wyznaczeniu

funkcji minimalizujacej z wykorzystaniem normy przestrzeni unormowanej (opisanych w roz-

dziale 4.3.4), do jednoznacznego wyznaczenia wszystkich wspotczynnikéw wielomianow (4.1).

4.2 Warunki ciaglosci w wezlach

Prezentowana metoda dzieli warunki cigglo$ci w weztach na dwie kategorie: warunki cigglosci

konieczne oraz opcjonalne.

4.2.1 Warunki konieczne

Warunki konieczne sg niezbedne w prezentowanej metodzie i nie mozna ich pomina¢, gdyz

funkcje muszg zachowaé cigglo$¢ C°, aby mogly by¢ uzywane jako funkcje interpolacyjne w

programach graficznych. Okreslono je w nast¢gpujacy sposob:

» Warto$¢ wielomiandéw aproksymujacych w weztach zewnetrznych powinna by¢ taka sama,

jak warto$¢ funkcji wejsciowej C'(x) w tych weztach. Jest to wyrazone wzorem:

fo(s0) = C(s0)
fNA(SN) = C(SN)

(4.4)

+ Wielomiany (4.1) musza zachowywa¢ ciaglos$é C° w wezlach wewnetrznych. Ten waru-

nek moze zosta¢ spetniony na dwa sposoby:

,»Na sposob aproksymujacy”, gdy sasiadujace funkcje speiniajg rownanie
fi(siv1) = fira(siy1), 1=0,1,...,N—=3,N—2 (4.5)
,»Na sposob interpolujacy”, gdy sasiadujace funkcje spetniaja rownanie
fi(SiJrl) = fi+1<5i+1) = C(SiJrl)v i=0,1,...,N=3,N =2 (4.6)

W tym przypadku wielomiany f;(¢) mozna nazwa¢ wielomianami interpolacyjnymi
funkcji wejsciowej C'(x), gdyz ich wartosci w weztach sg zgodne i rowne odpowied-

nim warto$ciom funkcji wejsciowej C'(z).

W dalszej cze$ci pracy dla uproszczenie terminologii wielomiany (4.1) zawsze beda nazy-

wane wielomianami aproksymujgacymi (bez wzgledu na wybrany warunek (4.5) lub (4.6)).

Narzucenie warunkow koniecznych implikuje zachowanie ciggto$ci C° w weztach wewnetrz-

nych (co zostato pokazane jawnie w warunkow (4.5) lub (4.6)) oraz zewnetrznych (sgsiadujgce
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krzywe Béziera trzeciego stopnia spetniajace warunek (4.4) zachowaja cigglo$é C° z sgsiadami),

co jest koniecznym minimum by:

* Wynik prezentowanej metody, czyli zbior wielomianéw aproksymujacych funkcje inter-
polacyjne krzywej Béziera trzeciego stopnia, mozliwy byt do zapisu w obecnych plikach
wymiany danych (takich jak FBX®, Collada™, itp) miedzy aplikacjami graficznymi (ta-
kimi jak Blender, 3ds Max oraz Maya).

« Zachowanie cigglosci CY pozwoli na odtwarzanie animacji, po zastosowaniu metody opi-
sanej w pracy, w programach graficznych bez koniecznosci dokonywania ich modyfikacji,

gdyz wszystkie wspomniane programy graficzne obstuguja tylko takie funkcje.

Narzucenie na funkcje aproksymujace warunkéw koniecznych powoduje, ze sg to funkcje
sklejane (tzn. kawatkami wielomianowe) klasy C°. W dalszej czeéci pracy bedzie rozwazana

aproksymacja wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia.

4.2.2 Warunki opcjonalne

Metoda zaproponowana w niniejszej pracy jest elastyczna i pozwala uzytkownikom wybra¢ do-
datkowe opcjonalne warunki cigglo$ci wielomianow w weztach wewnetrznych oraz zewnetrz-
nych. W ten sposob umozliwi zastosowanie prezentowanej metody w szerszej liczbie mozliwych
zastosowan.

Warunki opcjonalne mozna podzieli¢ na nastepujace przypadki:
+ Zachowanie gladkoéci klasy C! polgczen wielomianéw w weztach wewnetrznych.
fi(si) = fla(si), i=1,2,...,N—=3,N—2 4.7)
« Zachowanie gtadkosci klasy C? polaczen wielomianéw w weztach wewnetrznych.
p(si) = fli(si), 1=1,2,..., N—=3,N—2 (4.8)

 Przypisane wartosci pierwszej pochodnej wielomianow aproksymujacych w weztach ze-

wnetrznych jako warto$ci pierwszej pochodnej funkcji wejsciowej C'(x) w tych weztach.

fo(s0) = C'(s0)
fnoi(sy) =C'(sn)

* Przypisane wartosci drugiej pochodnej wielomianéw aproksymujacych w wezlach ze-

(4.9)

wnetrznych jako wartosci drugiej pochodnej funkcji C'(z) w tych weztach.

0 (s0) = C"(s0)

N-1(sn) = C"(sn)

(4.10)
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* Przypisane wartosci pierwszej pochodnej wielomiandw aproksymujacych
fo(z), ..., fv_1(x) takiej samej jak warto$¢ pierwszej pochodnej funkcji wejsciowej C'(z)

w weztach wewnetrznych.

Fl(sisn) = C'(s041), i=0,1,...,N—3,N—2

(4.11)
fz'/+1(si+1) :Cl(si-i-l)? Z:()?laaN_37N_2
* Przypisane warto$ci drugiej pochodnej wielomianéw aproksymujacych
fo(x), ..., fv_1(z) takiej samej jak warto$¢ drugiej pochodnej funkcji wejsciowej C(z)
w weztach wewnetrznych.
"(six1) = C"(8441), 1=0,1,... , N—=3 N —2
[ (si1) (Si+1) @.12)

f{;l(si-‘rl) IC”(SH.l), ’L:O,l,,N—B,N—Q

Oczywiscie prezentowana metoda nie narzuca wyboru kombinacji w wykorzystaniu opcjo-
nalnych warunkow dodatkowych. Faktem jest, ze niektore z kombinacji moga powodowac, iz
liczba réwnan ograniczajacych bedzie wigksza niz liczba poszukiwanych parametrow. Na ogot
prowadzi to do uktadow nadokreslonych, ktére czesto nie maja rozwigzania.

Autor pracy zdaje sobie sprawe, ze wykorzystanie odpowiedniej kombinacji warunkdéw opcjo-
nalnych wraz z warunkiem (4.3) powoduje, ze liczba warunkéw rowna jest liczbie poszukiwa-
nych niewiadomych (wspotczynnikow wielomianéw co najwyzej trzeciego stopnia) i prezento-
wana metoda wyznacza te same warunki jak metoda interpolacji funkcjami sklejanymi trzeciego
stopnia [23].

Uzytkownik ma petng dowolnos¢ wyboru liczby oraz rodzaju uzytych warunkow opcjonal-
nych. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze wraz ze wzrostem liczby wszystkich warunkow (koniecz-
nych oraz opcjonalnych) maleje liczba stopni swobody w dobieraniu warto$ci wspotczynnikow
wielomianoéw aproksymujacych. Interpolacja funkcjami sklejanymi powoduje, ze istnieje tylko

jedno rozwigzanie, ktore speinia wszystkie warunki narzucone przez t¢ metode.

4.3 Przestrzenie unormowane. Normy calkowe

W poszukiwaniu odpowiedniej przestrzeni unormowanej, ktorej norma bedzie przydatna do
zdefiniowania poszukiwanej funkcji minimalizujacej, nalezy najpierw odpowiedzie¢ na pyta-
nie, ,,jaki rodzaj bledu aproksymacji bedzie najbardziej odpowiedni w problemie aproksymacji

funkcji interpolacyjnej w metodzie klatek kluczowych™?
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4.3.1 Norma supremum

Dla funkcji f okre$lonej na zbiorze (2 i przybierajacej wartosci rzeczywiste, norma supremum

okreslona jest wzorem
[ flloc = sup | f(2)] (4.13)
zEef

gdzie | f(x)| oznacza warto$¢ bezwzglgdng (modut) liczby f(x). Nietrudno zauwazy¢ ze jesli

cigg funkcyjny f,, zbiega w normie supremum do pewnej funkcji f, to znaczy

lim |f, — flo=0 (4.14)
n—oo
to wowczas dla kazdego x € (2
lim f, (z) = f(x) (4.15)
n— o0

Inaczej mowiac, zbiezno$¢ w normie supremum, zwana zbieznos$cig jednostajna, implikuje
zbieznos¢ punktowq. Implikacja odwrotna nie zachodzi, zbieznos$ci te nie s3 rownowazne. Za-
tem mozna si¢ pokusi¢ o stwierdzenie, ze minimalizacja normy supremum databy najlepsza
miare poprawnosci aproksymacji w problemach aproksymacji animacji. Przez najlepsza miare
rozumie si¢ najlatwiejszy sposob w interpretowania obliczonej wielkosci doktadnos$ci aprok-
symowania. Warto$¢ ta, w tym przypadku normy supremum, wyraza najwigkszg bezwzgledna
roznice migdzy trajektoriami. W przeciwienstwie do norm catkowych, doktadnos¢ w tej normie
zwigzania jest z percepcja ruchu (wigcej informacji na ten temat zawartych jest w rozdziale 5.2).

Wyznaczenie najlepszej, w sensie tej normy, aproksymacji jest jednak problemem nietry-
wialnym. Wymaga bowiem obliczenia bezwzglednej roznicy pomiedzy wartosciami funkcji w
kazdym punkcie przedziatu ich okreslonosci. W rozpatrywanych w pracy przypadkach, poszu-
kiwana bezwzgledna rdéznica moze by¢ rdéznicg wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia a
funkcja przestepng. Wowczas szukanie supremum roznicy moze prowadzi¢ do rownan nieroz-
wigzywalnych metodami algebraicznymi. Z kolei zastosowanie metod przyblizonych moze pro-

wadzi¢ do utraty kontroli nad rzeczywistym btedem aproksymac;ji.

4.3.2 Przestrzenie L?

Przestrzen LP(a,b), dla p > 0, a < b jest przestrzenig wektorowa funkcji okre§lonych na od-

cinku a, b dla ktorych catka (w sensie Lebesque’a)

b
/ | f(x)[Pdx (4.16)
istnieje i jest skonczona. Odleglos¢ w LP(a, b) funkcji f do g jest okreslona wzorem

p(f,9) = (/ab |f(z) — g(x)|pdx); (4.17)
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Przestrzen L (a, b) jest przestrzenig unormowang zupeltng (przestrzenig Banacha). Norma funk-

cji f jest zadana wzorem
b
11, = ([ 1f@Pds)s (4.18)

Co wigcej, gdy p = 2, wowczas przestrzen L?(a, b) z tak okre$long norma jest rtownocze$nie

przestrzenig Hilberta. Iloczyn skalarny przestrzeni L?(a, b) jest okreslany wzorem

(f.g) = / f(#)g(x)dz 4.19)

Naturalnym $rodowiskiem dla wielu zagadnien optymalizacji (zagadnien rachunku wariacyj-
nego) sa wlasnie przestrzenie Hilberta [42]. Norma L? jest jednostajnie wypukta [30]. Implikuje
to jednoznaczno$¢ rozwigzania dla wielu zagadnien optymalizacji.

Norma (4.18) nie daje mozliwo$ci oszacowania normy supremum danej funkcji. Co wiecej,
zbiezno$¢ ciggu funkcyjnego { f,,} w LP i p < 0o, w ogdlnosci nie implikuje zbieznosci ciggu w
normie supremum. Oznacza to, ze w sensie normy L* funkcje f i g moga by¢ blisko || f—g||, < €
podczas gdy norma supremum ich réznicy moze by¢ dowolnie duza.

Posta¢ definicji normy w przestrzeni L'(a, b) powoduje, ze problem minimalizacyjny pro-
wadzi do problemu znalezienia miejsc zerowych funkcji C'(z) — (az® + bx? + cx + d), co nie
jest mozliwe do przeprowadzenia prostymi metodami algebraicznymi.

Natomiast, gdy p # 2, problem minimalizacji normy L?(a,b) wiaze si¢ z rozwigzywaniem
uktadu réwnan nieliniowych, co wymusza stosowanie metod numerycznych i moze powodo-
wac utrate petnej kontroli nad bledem aproksymacji. Z tego powodu dla p # 2 przestrzenie te

nie sg rozpatrywane w niniejszej pracy.

4.3.3 Przestrzenie Sobolewa

Aproksymacja w normie L? nie jest w wielu przypadkach najlepsza. Nalezy zatem rozwazy¢
silniejsza norme, zachowujac przy tym warunek prostoty wyznaczania wielomianow aproksy-
mujacych, a przy tym dajagcym mozliwo$¢ oszacowania normy supremum. Warunek taki speinia

norma Sobolewa [1]:

11z =LAz + 102 (4.20)
gdzie f’ oznacza pochodng funkcji f.

Wprowadzajac te norm¢ Sobolew rozpatrywat funkcje stabo rézniczkowalne [39]. Funkcje wy-
stepujace w niniejszej pracy (z rozdziatu 3.1.3) maja zwykte pochodne, poza by¢ moze skon-
czong liczbg punktow. Nie ma wigc potrzeby korzystania z tak ogdlnego pojecia jakim jest staba
pochodna (inaczej pochodna w sensie Sobolewa), ani tez petnego definiowania przestrzeni So-
bolewa typu W*? (przestrzeni funkcji majacych stabe pochodne rzedu k calkowalne w p-tej
potedze).
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Klasyczna nieréwno$¢ Sobolewa [1] dla funkcji f jednej zmiennej, okreslonej na odcinku
(a,b), nalezacej do L?*(a,b) i ktorej pierwsza pochodna f’ jest rowniez funkcja catkowalng z

kwadratem, implikuje ciggtos¢ funkcji f w sensie Holdera [32] z wyktadnikiem v = % Ponadto

£l gos oy < Kll e (421)

gdzie stata K zalezy tylko od dlugosci przedziatu |a — b| natomiast
|f(x) = f(y)l
11l o3 oy = I/ lloc + sup (4.22)
CO 2 (a,b) $’y€(a7b) |.I' — y|%

W przypadku odcinka (a, b) stata K wynosi
K=(WVb—a+1)?+(b—a)t): (4.23)

Wigcej informacji o wyprowadzaniu wzoru opisujacego stata K znajduje si¢ w dodatku F.

W przypadku v = % nierownos¢ (4.21) implikuje nier6wnos¢ (4.24)

Voye@n |11(@) = F@)] <[b— a2 K||f]s, (4.24)

ktora jest oszacowaniem wzrostu funkcji f na (a, b) w terminach normy Sobolewa. W przypadku
samej normy L? nie ma takiego oszacowania.

W prezentowanej metodzie zaproponowano norme Sobolewa w przestrzeni W12 (a, b) do
wyznaczenia minimalizatora aproksymacji funkcji wejsciowej C'(z), poniewaz daje ona mozli-
wos$¢ oszacowania bledu aproksymacji mierzonego w normie supremum. W tym miejscu trzeba
zaznaczy¢, ze norma W2 stosowana jest tylko i wylacznie dla funkcji rodziny z Q. gdyz
tylko dla tych funkcji mozliwe jest wyznaczenie catek w catym przedziale wejSciowym (3.7).

Dla funkcji rodziny €2, bedzie stosowana norma L2

4.3.4 Funkcja celu

Proponowana metoda pozwala dodatkowo wyznaczy¢ funkcje celu, ktorej minimalizacja do-

starczy poszukiwane rozwigzanie, tj optymalne wielomiany aproksymujace.

Z(v):R*Y =R (4.25)
gdzie N to liczba wielomianow co najwyzej trzeciego stopnia, a wektor v zbudowany jest ze
wspotczynnikoéw wielomianow aproksymujacych.

v = [ag, bo, co,do, - - -, an—1,bn_1,cN_1,dN_1] (4.26)

Funkcja minimalizujaca Z(v) wyznaczana jest z wykorzystaniem kwadratu normy 112

N-1

7 =Y ( / + (C@) ~ i) o + / + (C'() - f;(x))Q) o 427

=0
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Wypuktos¢ i ograniczenie gorne uzytej normy w budowaniu wzoru (4.27) oraz liniowe wa-
runki, gwarantuja istnienie jednego minimum warunkowego funkcji Z(v).

Natomiast pierwiastek wartosci funkcji (4.27),
e=\Z(v) (4.28)

czyli euklidesowa norma w produkcie kartezjanskim przestrzeni Sobolewa nad kazdym odcin-
kiem, bedzie wyznaczata btad aproksymacji . Warto$¢ tego btedu pozwoli wyznaczy¢ doktad-

nos¢ aproksymacji i w konsekwencji gérne oszacowanie btedu w normie supremum.

4.4 Proponowana metoda wyznaczania wspolczynnikow wie-

lomianow

Dysponujac samymi warunkami koniecznymi oraz opcjonalnymi z rozdziatu 4.2 nie mozna
wyznaczy¢ jednoznacznie wspotczynnikow wielomianow aproksymujgcych. Dlatego prezento-
wana w pracy metoda pozwala wyznaczy¢ funkcje minimalizujgcg (4.27), ktorej ekstremum wa-
runkowe jednoznacznie wyznacza warto$ci wspotczynnikow wielomianéw aproksymujacych.
Zagadnienie to znane jest w teorii optymalizacji jako wyznaczanie ekstremum warunko-
wego funkcji rozniczkowalnej, a jedna z metod jego rozwigzywania jest metoda mnoznikow

Lagrange’a [19].

4.4.1 Posta¢ macierzowa rownania

Przedstawione odwzorowanie (4.25) mozna zapisa¢ w postaci wielomianu stopnia drugiego.

Istotnie, wychodzac ze wzoru (4.27)

N

(v)

Z(ao, bo, co,do, ..., an—1,bn-1,CN—1, dN—l) =

=

(C(x) = (a;2® + bz® + ¢z + di))2 da+

i~

e e

(4.29)

=2

(C'(x) — (Ba;z® + 2bx + ¢;))” d

Il
=)

7

oraz upraszczajac wyrazenia pod catkami
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Z(Gm by, co,do, ..., an—1,bn_1,CcN_1, dN—l) =

N—1 %t
Z / — 20 (x)(a;2® 4 bix® + ez + d;) + (a;2° + bjx® + ¢z + d;)*dx
=0 7
N— Si+1
Z / —2C"(z)(3a;2® + 2bix + ¢;) + (3a;2* + 2bx + ¢;)*dx =
1=0 55
N1 % o (4.30)
Z/ 2dx—22/ (a;x® + bix® + cix + d;)dz
=0 7 .
N— Si+1 N—1 Sit+1
Z/ala: + bix® + cir + d;) dx—i—Z/ (r)%dx
=0 5 =0 5
N— Si+1 N—1 Si4+1
Z / 3(193 + 2b;x + ¢;) dx+z / 3aix2+2bix+ci)2da7
=0 5 =0 55
otrzymujemy réwnanie
Z(CLO, bo, Co, do, e, aN_1, bel, CN-1, dN71> =
N—1 Si+1 Sit+1 N—1 Sit+1
Z / x—QGZZ / )dx — 2b; / 22C(z) dx
=0 Si S5 =0 84
N—1 Si+1 Sit+1 N_1 Si+1
—QCZ'Z/ dx—ZdZ/ z)dz + a} /a:de
=0 3 g =0 3
Sit+1 N_q1 S+l N_1 S+l
+ 2a;b; Z / x dx+2aiciz / x4dx+2aidiz / 3dz
Si =0 S = S;
N—1 Si+1 N—1 Sit+1 N_1 Sit1
+ b7 Z / ztdx + 2b;¢; Z / x> dx + 2b;d; Z / 22 dz
i=0 o i=0 3 g (4.31)
Si4+1 N_1 Sitl Si+1
+cZ/x dx+2czd2/xdx+d22/dx
Sit1 N—1 Si+1 Si+1

—i—Z/ x—2a12/3x26’/ x—QbZ/QxC’/
Ns;l Si41 S.Sw+1 51:;

—2ci2/ dx+a22/9x dz + 2a;b; 2/6;1: dx

=0 5

Si+1 Si+1 Si+1 Si+1

+2a1022/3x dx—i—bQZ/le dx+2bch/2xdx+c Z/dx
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Analizujac to rOwnanie mozna zauwazy¢, ze poszczegolne catki nie sg zalezne od parame-
trow wystepujacych w wektorze v, lecz tylko od weztéw s, s1,...,Sny_1, Sny. Poniewaz pre-
zentowana metoda traktuje te zmienne jako wartosci zadane, powyzsze catki, okreslone na od-
powiednich przedziatach, mozna traktowa¢ jako wartosci stale

(

Hi= [l*"C(x)*dz, i=0,...,N—1
Fy= [P a?Cla)de, i=0,...,N—1

i

Fi= [ 2?C(x)dz, i=0,...,N—1

i

ng:fi”GC(x)dx, i=0,...,N—1

Fi= [ C(x)dx, i=0,....N—1
Gy = [""abdz, i=0,...,N—1

Si

Gi=[*abdr, i=0,...,N—1

2

Gy= [T atdz, i=0,...,N—1

Si

Gi= [P a3dx, i=0,...,N—1

Gy= [ a*dz, i=0,...,N—1

Gi= ["adr, i=0,...,N—1
. 5 (4.32)
Gy=[."de, i=0,...,.N—1

i

Hi = [ C(2)?dz, i=0,...,N—1
Féz _ fssﬁ—l 31’20/(I)dl‘, 1 = 07 cey N —1

i

F' = fss"“ 2¢C'(z)dz, i=0,...,N—1

7

Fji= [ C'(z)dz, i=0,...,N—1
Gi= [C*92%dz, i=0,...,N—1

2

Gi= [C*6a*dx, i=0,...,N—1

i

G§ = [C*32%dx, i=0,...,N—1

i

GY = [P 4a?dx, i=0,...,N—1

i

Gj=["*2xdx, i=0,...,N—1

i

Gi=['dz, i=0,...,N—1

\ 2

W ten sposob wzor (4.27) zostal przeksztatcony do postaci funkcji drugiego stopnia wielu zmien-
nych (4.33)
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Z(ao, bo, o, do, - - ., an—1,bn—1,CN—1, dN—l) =
= HY — 2aoF{ — 2bgFY — 2¢0FY) — 2doFY + aGY+
+2apboGY + 2a0coGY + 2a0doGS + BGY + 2byco G+
+2b0doGS + §GY + 2¢odo Gl + 3G+
+HY — 2a0F — 2boF° — 2¢0FY + a2GR+
+2a0boGY + 2a9coGy + BEGY + 2byco Gy + 2GR+
+HY Y —2an  FY T — 20y FN T — 20y FY T (4.33)
—2dn 1 FY T 4 d GY T+ 2an by G T
+2an_1cn1GY T 4 2an 1dy  GY T4 03 GY T
+2by ey 1GY T 4 2by 1dy G T+ A GY Y
+2CN—1dN—1GéV_1 + d?v_lGéV_l
+HNTY = 2an  FNT = 2by  FNTY — 2en  FN T
a3 G+ 2an by 1 GN T 4 2an ey 1 G T
+03_ GV 4 2y ey G 3 G
Wzor (4.33) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej. Ze wspotczynnikow stojacych przy
drugiej potedze niewiadomych ag, ..., an_1,b0,...,0n_1,C0,--.,CN_1,dp, ..., dN_1 UtWOrZONE

zostang macierze G oraz G’

Gy GY Gy Gy
Gy Gy Gi G
Gy 6§ G G
G5 G Gy Gg
G= S (4.34)
GYU GNT Gyt gy

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O

0 0 0 0
0 0 0 0 G-t gi—t GVt Gt
0 0 0 O Gyt gt G-t agit
(00 0 0 Gy Gy G G
(G G oG o 0 0 0 0
G Gy GY 0 0 0 0 0
GY GO GO 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 ... 0 0 0 0
G = S : P (4.35)
0 0 0 0 Gt Gt gt oo
0 0 0 0 G-t gt gt oo
0 0 0 0 G-t gt gt oo
0 0 0 0 0 0 0 0
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natomiast ze wspotczynnikow przy wyrazach liniowych mozna utworzy¢ wektory f oraz f'.

L R i (4.36)
e LA I L R U U ] (4.37)
Dla pozostatych wyrazéw
h=Hy+ -+ H " (4.38)
Wo=H]+ -+ HN! (4.39)

Zatem rownanie (4.33) mozna zapisa¢ w postaci

Z(V) =v(G+ G W —2v(f+ )T + (h + 1) (4.40)
ZW)= v x(G+G)x vl —2x v x (f+f)T +(h+ 1) (4.41)

4N xX4N 1x4N

Wzor funkeji (4.41) jest poprawny tylko dla funkcji wejsciowych C'(x) z rodziny 2. dla
ktorych jest mozliwo$¢ wyznaczenia calek Fj oraz Hj dlai = 0, ..., N —1. Dla funkcji rodziny

2, wzér przedstawia si¢ nastepujaco:

Zv)= v x G x vl —2%x v x ' +h (4.42)

4N x1 4N x4N 1x4N 4N x1 1x4N

Posta¢ rownania zalezy tylko od liczby N wielomianow uzytych do aproksymacji (od liczby
punktow podziatu aproksymowanej krzywej). Dodatkowo, macierze G oraz G’ zalezng tylko od
weztow aproksymacji, a nie od funkcji wejsciowej C'(x), w przeciwienstwie do f oraz f'. Ponadto
wyrazy wolne mogg by¢ wyznaczone jako calki w granicach weztow zewnetrznych (nie jest

konieczne liczenie ich jako sumy catek w przedziatach wielomianow aproksymujacych).

4.4.2 Warunki ciaglosci w postaci macierzy rozszerzonej

Warunki konieczne oraz opcjonalne opisane w rozdziatach 4.1 oraz 4.2.2 w postaci macierzy
rozszerzonej przedstawi¢ mozna nastgpujaco (pogrupowane tak by warunki réznych klas glad-

kosci w weztach byly sasiadujace)

* dla warunku (4.3)

ss st so 1 ... 0 0 0 0] C(so) (4.43)
0 0 0 0 ... s% s% sv 1]|C(sy_1)
* dla warunku (4.9)
3s2 25 1 0 ... O 0 0 0] C'(so) (4.49)
0 0 00 ... 3s% 2sy 1 0]C'(sn) '
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* dla warunku (4.10)

6sp 2 00 ... 0 00O C”(so)]
(4.45)
0 000 ... 6sy 2 0 0]C"(sy)
* dla warunku (4.5)
[ 325 1-3-s2-,-1... 0 0 00 0O 0 0 0]0]
s382s91-85-85-s9-1... 0 0
: (4.46)
00000 0O 0 0...8%,8voSN21-8%0-8%o-Sn2-1]0
| 00000 0 0 0...s%,5%5v1L-5% 5% -sSnv1-1]0
* dla warunku (4.7)
[ 35225,10-3s2-25;-10... 0 0 00 0 0 00[0]
38%25210—353—252—10... 0 0O 00 O 0 00|0
S S S T Do (4.47)
0 0000 0 00...35%,25n210-35%, 2sy2-10]0
| 0 000 0 O 00...3s% ;2sn110-3s%, -2sy.1-10 0 ]
* dla warunku (4.8)

-681200—681—200... 0 000 O 0 00[0]
659200 —6s, —200... 0 000 O 0000
R S S A Dol (4.48)
0000 0O O0O00...6s5v-2200—-6sy-2—200|0

| 0000 0 000...6sy-1200—6sy-1 —200]0 |

* dla warunku (4.6)

(3 s s 1 ... 0 0 0 0| CO(s)
s3 082 s, 1 ... 0 0 0 0] C(s)

: (4.49)
0 0 0 0 ... 8%, s%.o Sv2 1|C(sy_2)
0 0 0 0 ... s, s3%.; sv.1 1|C(sy-1)

* dla warunku (4.11)
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(32 251 1 0 ... 0 0 0 0| C'(sy) |

32 255 1 0 ... 0 0 0 0| C'(s2)
R A : : Pl : (4.50)
0 0 0 0 ... 38?\7_2 QSN_Q 1 C/(SN_Q)

| 0 0 00 ... 3s}_; 2sy-1 1 C'(sn-1) |

+ dla warunku (4.12)
(65, 2 00 ... 0 00 0| C"sy) |
6s2 2 0 0 ... 0 00 0| Cs)
o S ) 450)

68]\[,2 2 00 CW(SN,Q)
0 000 ... 68]\/’,1 2 00 C”(SNfl)

4.5 Ekstrema warunkowe funkcji rézniczkowalnych

Zastosowanie tylko warunkow koniecznych oraz opcjonalnych (w wiekszosci przypadkow) nie
daje mozliwo$ci jednoznacznego wyznaczenia wspotczynnikéw wielomianéw aproksymuja-
cych, gdyz liczba warunkow koniecznych oraz opcjonalnych jest mniejsza niz liczba poszuki-
wanych wspotczynnikdéw. Dlatego proponowana metoda znajduje minimum funkcji celu (4.41)
(dla przypadkow funkcji brzegowych (4.42)) lezace na powierzchni opisanej przez warunki ko-
nieczne oraz opcjonalne. Taki problem w teorii optymalizacji nosi nazwe ekstremum warunko-
wego funkcji rozniczkowalnej [19]. Takie podejscie pozwoli jednoznacznie wyznaczy¢ wspot-
czynniki poszukiwanych wielomianow 1 wielomiany te bedg minimalizowac¢ odlegtos¢ od funk-

cji wejsciowej, w normie W12,

4.5.1 Metoda mnoznikow Lagrange’a

Metoda dotyczy funkcji rozniczkowalnych f : R® = R, dla ktérych szukamy ekstreméw na
podzbiorze w przestrzeni R", zadanym przez zdefiniowany dalej uktad rownan G(x) = 0, czyli
poziomicy przeksztalcenia G : R" = R™, ktore jest przeksztalceniem rézniczkowalnym. Za-
ktadamy, ze w kazdym punkcie zerowej poziomicy przeksztalcenia G jego macierz Jacobiego
jest maksymalnego rzedu. Jesli G jest klasy C*, to warunek ten oznacza, ze poziomica ta jest

rozmaito$cig rozniczkowalng klasy C'*. Uktad rownan Lagrange’a przybiera nastepujaca postac:

(4.52)

fl(x) =AoG'(x)
G(x) =0
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gdzie A jest pewnym funkcjonatem liniowym na R™ oraz GG’ jest macierzg Jacobiego przeksztat-
cenia G. Zbior tych punktow dla ktorych G(x) = 0, jest niczym innym jak poziomicg zerowa
przeksztalcenia G.

Jak wiadomo kazdy funkcjonat A okreslony na przestrzeni euklidesowej R™ reprezentowany
jest przez pewien jednoznacznie wyznaczony przez niego wektor [\, ..., A,,] € R™ (twierdze-
nie Riesza [31],[19]).

Powyzszy uktad rownan jest wigc uktadem m + n rownan skalarnych:

of(z) 0Gi(z)  ; _
ey ;)\Z T j=1,...,n 4.53)

Gr(xy,...,x,) =0, k=1,...,m

aG ( ) sg pochodnymi czgstkowymi.

gdziex = (x1,...,2,) on+m,

Wszystkie punkty, w ktorych funkCJa moze przyjmowac ekstrema warunkowe, naleza do
zbioru rozwigzan tego ukltadu rownan. Liczby \; spetniaja tylko role pomocnicza i nazywane sg
czesto mnoznikami Lagrange’a [19]. Powyzsze warunki sg warunkami koniecznymi dla istnie-
nia ekstreméw warunkowych. Punkty w R™ " spelniajace ten uktad nazywamy warunkowymi
punktami krytycznymi. W przypadku dwukrotnej r6zniczkowalnos$ci funkeji f, o tym czy punkt
krytyczny xg jest ekstremum warunkowym pomaga rozstrzygnaé¢ okreslonos¢ formy kwadrato-

Wej wyznaczonej przez macierz
H(z) = f"(z) — Ao G"(x) (4.54)

gdzie f” jest macierzg drugich pochodnych czastkowych w punkcie xq funkcji f (Hesjanem
funkcji). W tym przypadku okreslono$¢ tej formy badamy wylacznie na wektorach h nalezacych
do jadra przeksztalcenia G’, co sprowadza si¢ do badania okre$lonosci formy kwadratowej na
pewnej podprzestrzeni liniowej w R™.

Po znalezieniu punktow spetniajacych warunek konieczny dla ekstremum (punktow stacjo-
narnych), mozemy odwotac si¢ do warunku dostatecznego istnienia ekstremum, tj. zbada¢ do-

datnig (ujemng) okreslono$¢ co sprowadza si¢ do badania formy kwadratowe;

u - 8 Gk «TO
> ( o axj Z S, )hihj (4.55)

ij=1

gdzie x jest punktem stacjonarnym, oraz h = (hy, ..., h,),
h € X1 = ker GI(‘T()) (456)

ker G'(x() oznacza jadro przeksztalcenia liniowego G'(xg), czyli podprzestrzen liniowg tych
wektorow, ktore macierz G'(x¢) przeksztalca w wektor zerowy.

Warunek i € X, jest rownowazny rownaniu
G'(z)h =0 (4.57)
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ktére w postaci macierzowej przybiera forme

3 aG’“@ hi=0, k=1,2.....m (4.58)

W prezentowanej metodzie problem znajdowania ekstremum warunkowego przy uzyciu me-
tody mnoznikow Lagrange’a sprowadza si¢ do rozwigzania pewnego uktadu rownan liniowych

na podstawie wzoru (4.53). I mozna przedstawi¢ jako rGwnanie macierzowe

gdzie
M | —AT
W = (4.60)
A 0

gdzie M to macierzM = G+G’ zréwnania (4.41) dla rodziny funkcji Q, orazM = G dla rodzin
funkcji €21, oraz macierz A kazdorazowo konstruowana jest z prawych stron macierzy rozsze-
rzonych, wymienionych w rozdziale 4.4.2, w zaleznos$ci od wybranych warunkow gtadkosci w
weztach.

Wektor

x=|" 4.61)
-1 _

sktada si¢ z poszukiwanych wspotczynnikéw wielomianéw (tworza one wektor v) oraz mnoz-
nikéw Lagrange’a (tworza one wektor \).

Prawa strona rownania (4.59), czyli wektor y, opisany jest wzorem

k

o (4.62)

y:

gdzie k = f+f zrownania (4.41) dla rodziny funkcji €2, oraz k = f dla rodzin funkcji 2;. Wek-
tor D sktada si¢ z lewych stron macierzy rozszerzonych warunkéw koniecznych oraz warunkow

opcjonalnych opisanych w rozdziale 4.4.2.

4.6 Mozliwe rozszerzenie metody o aproksymacje wielomia-
nami wyzszych stopni

Chociaz w tezie prezentowanej pracy wskazano wielomian co najwyzej trzeciego stopnia jako
funkcje aproksymujaca krzywa Béziera trzeciego stopnia, to prezentowana metoda jest na tyle
elastyczna, ze moze by¢ rozszerzona o aproksymacje trajektorii C'(z) przy uzyciu innych funk-

cji, w tym wielomianéw wyzszych stopni.
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Aproksymujac funkcje wejSciowa wielomianami k-go stopnia,

N-1
C(z) =Y filz) (4.63)
=0
takimi ze i
fix) = aia) x€lsisin] i=0,1,...,N—-2,N—1 (4.64)
=0
funkcja minimalizujaca
Z(v) : R*™N = R (4.65)

gdzie N to liczba wielomianéw co najwyzej k-go stopnia, a wektor v zbudowany jest ze wspot-

czynnikéw wielomianéw aproksymujacych.

_ 1,0 0 0 0 N N N N
V=[ag, ap_ 1, 07,00, Q) A1,y ...,07 00 ] (4.66)

Posta¢ funkcji Z(v) zbudowana jest w tym przypadku z wykorzystaniem kwadratu normy
W1,2

N-1

200 =Y ( / (C@) - fi@) ar + / (@) - f;<x>)2) i (467)

=0

Postepujac nastgpnie w analogiczny sposob jak w rozdziale 4.4.1 wyznaczy¢ mozna funk-
cj¢ minimalizujaca w postaci rownania macierzowego. Kolejnym krokiem byloby wyznaczenie
warunkow ciagtosci z rozdziatu 4.2 (wielomiany s3 funkcjami nalezacymi do kazdej klasie C*¥,
mozliwe jest wprowadzanie kazdych warunkow cigglosci w weztach aproksymacji) i przedsta-
wienie ich w postaci macierzy. Do wyznaczenia poszukiwanych wspdtczynnikow wielomiandéw
mozna zastosowac t¢ samg metod¢ jak dla badanych wielomiandw trzeciego stopnia, czyli me-
tode mnoznikéw Lagrange’a.

Z praktycznego punktu widzenia stopien wielomianu powinien by¢ ograniczony, gdyz kazde
jego zwigkszenie narzuca zwigkszenie zapotrzebowania pamigciowego na zapis jego wspol-
czynnikow oraz konieczno$¢ wyznaczenia catek (4.32), a ich posta¢ implikuje zwigkszajacy

sie, wraz ze stopniem wielomianu, koszt obliczen.

4.7 Problem wyznaczenia optymalnych wezlow

Metoda proponowana w pracy przedstawiajac wzor (4.27) nie dostarcza metody wyznaczenia
wezlow wewnetrznych sy, s, ..., Sy_2, Sy_1. Ten sam problem istnial w interpolacji funkcjami
sklejanymi. Najlepszym sposobem bytoby uwzglednienie tych zmiennych w poszukiwaniu mi-
nimum funkcji (4.27). Niestety znalezienie tego minimum nie jest mozliwe znanymi metodami

algebraicznymi (mamy tu do czynienia z uktadem réwnan nieliniowych). Jednym ze sposobow
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mogloby by¢ rozwigzanie tego réwnania metodami numerycznymi, co daleko wykracza poza
zakres tej pracy.

Problem ten mozna rozwigza¢ wykorzystujac podziat rownomierny wejsciowego przedziatu
xg, r1 wzdhuz krzywej C(z) lub podziat nierbwnomierny z wykorzystaniem metody sitowej.

Do znalezienia najlepszych podziatow mozna wykorzysta¢ metode sitowg (ang. brute force).
Wejsciowy przedziat [z, 1] (3.7) dzielony jest przy pomocy zbioru K — 1-elementowego row-
nomiernie potozonych, potencjalnych weztow ug, uy, . .., ux_1, ug (przy dodatkowym zatoze-
nvu; < wuyy =1,2..., K —2 K —1). W ten sam sposob dzielenie odbywa si¢ wzdtuz
wejsciowe] krzywej C(z), gdzie

o=t (4.68)
Ug = T1

Nastepnie wyznaczany jest btad aproksymacji (4.27) dla kazdej kombinacji bez powtdrzen
elementéw z tego zbioru. Kombinacja potencjalnych weziow, dla ktérych wartos¢ btedu jest
najmniejsza, wyznacza poszukiwane wezly s1, So, ..., Sy_2, Sy_1 Wielomianéw aproksymuja-
cych. Liczba testowanych kombinacji pod podzialéw do wyznaczenia najlepszego rosnie bardzo
szybko (ztozono$¢ obliczeniowa rzgdu NV).

ZYozonos¢ obliczeniowg metody sitowej mozna poprawiac stosujagc metody heurystyczne, na
przyklad mozna wykorzysta¢ nastepujacy algorytm zachtanny 4 dla aproksymacji wykorzystu-
jacej dwa wielomiany co najwyzej trzeciego stopnia. Metoda heurystyczna polega na podziale
przedziatu wejsciowego (podobnie jak w metodzie sitowej) na K -elementowego rownomiernie
potozonych, potencjalnych weztow wug, uy, ..., ux_1,ux gdzie K < 12. Po wyznaczeniu naj-
lepszego podziatu przedziatu wejsciowego, znowu wyznacza si¢ K -elementowy rownomiernie
potozone, potencjalne wezty ale tym razem w okolicy najlepszego przedziatu z iteracji poprze-
dzajacej (listing tego algorytmu przedstawia Algorytm 4). T¢ operacje powtarza si¢, az uzyska
si¢ btad aproksymacji mniejszy niz akceptowany lub tez po wykonaniu z gory ustalonej liczby

iteracji.
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Algorytm 4 Listing przyktadowej optymalizacji przy uzyciu metody heurystyczne;.
function HEURISTIC-FUNCTION(%y, te, K, error Limit)

for: <+ 1to K do

— xlte—ty) /K-ty
- te—tp

e = wyznacz-btad(x)

best = sprawdz-czy-przedzial-jest-lepszy-od-poprzednich
end for

if ¢ > errorLimit then

_ (best—1)*(te—tp)/ K—ty
Tb - te—tp
_ (best+1)*(te—tp)/K—1
- te—tp

HEURISTIC-FUNCTION(T}, Te, K)

Te

else
return ¢, best
end if

end function

Taki algorytm nie jest analizowany w prezentowanej pracy, poniewaz w niewielkim stopniu
wplywa na znalezienie weztow z najmniejszym btedem aproksymacji (lub réznice w btgedach
aproksymacji sa ponizej wartosci 0.00001), ma jedynie duzy wplyw na zmniejszenie ztozonosci
obliczeniowej (W pordwnaniu z prezentowa metoda sitowa), co przektada si¢ na czas potrzebny

do wyznaczenia najlepszych weztow.

4.8 Whnioski

Zaproponowana metoda, czyli wyznaczenie funkcji celu (4.27) ktorej minimalizacja przy do-
datkowych warunkach koniecznych oraz opcjonalnych spetnia zalozenia tezy, dajac metode
znajdywania wspotczynnikdw wielomiandéw, minimalizujgc btad mierzony normy w przestrzeni
Sobolewa W2, Uzyta norma przestrzeni Sobolewa W12 umozliwia gérne oszacowanie bledu
aproksymacji w normie supremum.

Zaproponowana metoda wymagata dodatkowych testow. Testy te zostaty opisane w roz-
dziale 6, gdzie sprawdzono, jak narzucone warunki np. liczba wielomianow aproksymujacych

czy tez warunki ciggtosci wielomianéw w weztach, wptywaja na btad aproksymujacy.

67



Rozdzial 5

Koncepcja sprawdzania poprawnosci

rozwigzania

5.1 Wstepne informacje potrzebne do analizy proponowanej

metody

Wartosci wspotrzednych punktéw kontrolnych krzywej Béziera (3.3) nie sg niczym ograniczone
w zastosowaniach modelowania geometrycznego. Jednakze w zastosowaniu krzywej Béziera,
jako funkcji interpolacyjnej w metodzie klatek kluczowych, wspotrzedne punktéw kontrolnych
ograniczone sg przez warunki (3.13) lub (3.14). Analiza wszystkich mozliwych przypadkow
jest praktycznie niemozliwa. Dlatego tez zaproponowane rozwigzanie pozwala wyznaczy¢ po-
sta¢ znormalizowang krzywej Béziera (doktadny opis tej postaci przedstawiony jest w rozdziale

5.1.1), aby przy uzyciu tej postaci utatwi¢ testy oraz analiz¢ prezentowanej metody.

5.1.1 Posta¢ znormalizowana krzywej Béziera trzeciego stopnia

Jedna z podstawowych wlasciwosci krzywej Béziera jest ,, Niezmienniczos¢ reprezentacji krzy-
wej Béziera ze wzgledu na przeksztatcenia afiniczne”’[16]. Dowolng krzywa Béziera trzeciego
stopnia (o punktach kontrolnych Fy,P;,P,,Ps), ktéra spelnia warunek (3.13) lub (3.14), mozna
przeksztalci¢ tak, aby punkty kontrolne P} oraz Pj znormalizowanej krzywej spetniaty naste-

pujacy warunek:

By =(0,0)
Py =(1,1)

(5.1)

Pozostate punkty kontrolne (P] oraz Pj) wyznaczone sg przy uzyciu nastepujacego prze-

ksztalcenia:
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Krzywa Béziera trzeciego stopnia, ktora spetnia warunek (5.1) (w dalszej czg¢$ci pracy okre-
Slana jako znormalizowana krzywa Béziera trzeciego stopnia), ograniczy zbior wszystkich

mozliwych trajektorii oraz utatwi analize¢ proponowanej metody.

5.1.2 Ograniczenia dla postaci znormalizowanej

Narzucajac ograniczenia opisane w (5.1) na punkty kontrolne P} oraz P wymusza si¢ jed-
noczesnie ograniczania wspétczynnikow wielomianéw wewnetrznych oraz zewnetrznych (w

parametryzacji (3.6)), ktére maja nastepujaca postac:

0)=0
9(0) (5.4)
9(1) =1
oraz
0)=0
f(0) 5.5)
f)=1
co upraszcza posta¢ wielomianow g oraz f do
g = apr® + box® + (1 — ag — by)x (5.6)
oraz
f=az®+ b2+ (1 —a, —b)x (5.7)

Normalizacja krzywej Béziera trzeciego stopnia spowodowata, ze wielomian zewngtrzny f

zalezny jest tylko od dwoch wspdtczynnikdw tak samo jak wielomian wewngtrzny g.
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Znormalizowana krzywa Béziera trzeciego stopnia musi takze spetnia¢ warunek (3.13) lub
(3.14), by moéc by¢ uzyta jako funkcja interpolacyjna w animacji komputerowej. Wykres 5.1
przedstawia obszar wartosci, jakie moga przyjmowac¢ wspotczynniki a oraz b wielomianu we-

wnetrznego (5.6), aby spetniaty warunek (3.13) lub (3.14).

XL
\\
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\ >
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | 4
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_— b= —2a—1

b= 7%0,«1» %\/730.(0,74)
— b= 7%a7 %\/73(1(&74)

Rysunek 5.1: Obszar mozliwych warto$ci wspotczynnikéw a i b, dla ktérego wielomian wewngtrzny

g spetnia warunek(5.6).

Mozliwe jest takze przedstawienie wykresu wspotrzednych z, xo punktow kontrolnych P
oraz P, znormalizowanej krzywej Béziera, dla ktorych spetniaja one warunek (3.13) lub (3.14)

- rysunek 5.2.
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Rysunek 5.2: Obszar mozliwych wartosci wspétrzednych « punktéw kontrolnych P| oraz P znor-

malizowanej krzywej Béziera.

Warto wspomnieé, ze funkcje z rodziny €2, (opisanej w rozdziale 3.1) wystepuja, gdy wspot-
czynniki a oraz b okres$laja punkt polozony na brzegach obszaréw przedstawionych wykresow
5.1 oraz 5.2.

5.1.3 Krzywe Béziera poddane testom

Wszystkie testy zostang przeprowadzone na zestawie dziesi¢ciu przykladowych, znormalizo-
wanych krzywych Béziera trzeciego stopnia (w dalszej czg¢sci pracy nazywane Krzywymi te-
stowymi). Dodatkowo, wspotrzedne punktéw kontrolnych krzywych testowych zostaty tak do-
brane, aby wygladem przypominaty krzywe zaprezentowane przez Pennera w [27]; zostaly one

takze podzielone na trzy grupy:

* Grupa . Krzywe podobne do typu Ease-Out - rysunek 5.3
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0.25 0.5 0.75 1

Funkcja 1 Py (0.0;0.0) Py (0.65; 1.0) P2 (0.80;1.0) P3(1.0; 1.0)
Funkcja 2 Py (0.0;0.0) P;(0.2;1.0) P»(0.25;1.0) P3(1.0;1.0)
Funkeja 3 Po(0.0;0.0) Py (0.8; 1.0) P»(0.2;1.0) P3(1.0; 1.0)

Rysunek 5.3: Wykresy testowych krzywych Béziera z grupy 1.

* Grupa II. Krzywe podobne do typu Ease-InOut oraz Ease-Outln - rysunek 5.4

Y

1
0.75
0.5

0.25

Funkeja 4 Po (0.0; 0.0) Py (0.4;0.0) P2(0.6; 1.0) P3(1.0;1.0)
Funkeja 5 Py (0.0; 0.0) Py (0.85;0.0) P2(0.15;1.0) P3(1.0;1.0)
Funkcja 6 P (0.0; 0.0) Py (0.2;1.0) P2(0.8;0.0) P3(1.0;1.0)
Funkcja 7 Py (0.0; 0.0) P1(0.8;1.0) P2(0.2;0.0) P3(1.0;1.0)

Rysunek 5.4: Wykresy testowych krzywych Béziera z grupy II.

* Grupa III. Krzywe podobne do typu Ease OutBack oraz Ease InOutBack - rysunek 5.5
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0.75 1

Funkcja 8 P (0.0;0.0) Py (0.2;1.3) P2(0.8;1.3) P3(1.0;1.0)
Funkcja 9 Py (0.0;0.0) P1(0.8;1.3) P2(0.2;1.3) P3(1.0;1.0)
Funkeja 10 P (0.0; 0.0) Py (0.8; —0.3) P2(0.2;1.3) P5(1.0;1.0)

Rysunek 5.5: Wykresy testowych krzywych Béziera z grupy III.

W prezentowanych powyzej grupach brakuje krzywych podobnych do Ease In, gdyz ta
grupa jest symetryczna wzgledem grupy Ease Out, a wyniki odpowiednich bledow aproksy-
macji majg podobny charakter.

Warto zaznaczy¢ ze zaprezentowane krzywe testowe nie sg krzywymi Béziera przeznaczo-
nymi do modelowania geometrycznego, tylko interpretowane sg jako funkcje interpolujace w
metodzie klatek kluczowych, czyli jako funkcje opisujace zmiang warto$ci animowanego para-

metru w czasie.

5.2 Blad aproksymacji a wizualny odbior aproksymowanej

trajektorii

W analizach, jakim zostala poddana prezentowana w pracy metoda, gldwnym wyznacznikiem
jest btad aproksymacji zdefiniowany w (4.28), ktory to btad jest oparty o norme w przestrzeni
Sobolewa (opisang w p. 4.3.3). Wybranie tej normy spowodowalo, iz warto$¢ btgdu w tej normie
jest gébrnym oszacowaniem wartosci btedu aproksymacji w normie supremum (jest to istotne w
szczegolnosci z punktu widzenia tresci rozdziatu 5.2.2).

Dysponujac jedynie bezwzgledng wartoscig bledu aproksymacji nalezy znalez¢ zaleznosé
miedzy ta warto$cig a jej wplywem na akceptowalno$¢ odbioru aproksymowane;j trajektorii
przez uzytkownika. Poprzez akceptowalng aproksymacje rozumie si¢ niezauwazalng dla ludz-
kiej percepcji réznice pomiedzy trajektorig oryginalng a aproksymowang. Akceptowalnos¢ aprok-

symacji funkcji, ktorymi interpolowane sg dowolne parametry w metodzie klatek kluczowych,
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jest najwazniejszym elementem, ktory powinien by¢ brany pod uwage w kontek$cie zagadnien
dotyczacych animacji komputerowe;.
Samo pojecie akceptowalnosci aproksymacji trajektorii zwigzane jest szerszym pojeciem

percepcji ruchu.

5.2.1 Percepcja ruchu

Percepcja ruchu jest zjawiskiem wzglednosci kierunku i predkosci ruchu oraz jego ciagtoscei,
ktora jest badana przez wiele dyscyplin nauki, takich jak psychologia, neurologia, neurofizjo-
logia, inzynieria oraz informatyka. Chociaz proces ten wydaje si¢ oczywisty dla wiekszosci
obserwatorow, okazat si¢ on trudnym problemem z perspektywy obliczeniowej, gdyz nauka nie
dysponuje pelng teorig widzenia. Jest on przy tym niezwykle trudny do wyjasnienia pod wzgle-
dem przetwarzania neuronowego.

Nie jest celem tej pracy streszczenie catosci wiedzy w zakresie percepcji ruchu, gdyz jej
ogrom, gromadzony przez wiele lat przez naukowcodw badajacych t¢ tematyke, wymagalby po-
$wigcenia mu odrebnego opracowania.

Niemniej jednak zasadne jest przedstawienie dwoch pozytecznych pojec, ktore w literaturze

przedmiotu (np. w [50]) okreslane sg jako:

1. ,,Percepcja ruchu pierwszego rzedu”. Zjawisko to wystepuje, gdy dwa lub wiecej bodz-
cow, ktore sg naprzemiennie wiaczane 1 wylaczane, moga generowac percepcje ruchu. Na
rysunku 5.6 przedstawiono ide¢ ,,ruchu Beta”, gdzie obiekt postrzegany jest jako porusza-
jacy sie, gdy w rzeczywistosci prezentowana jest seria nieruchomych obrazéw. To zjawi-
sko nazywane jest takze jako ,,ruch pozorny” i jest podstawa animacji (w tym filmow).
Czestotliwos¢ wystepowania bodzcow musi by¢ odpowiednia. Zbyt szybka spowodowa-

laby nierozrdznialno$¢ bodzcow od siebie, a zbyt wolna przerwataby iluzje ruchu.

2. Pojecie ,,percepcji ruchu drugiego rzgdu” jest definiowane jako postrzeganie zmiany kon-

trastu (wzglednie tekstury lub samo migotanie), ktéra moze by¢ postrzegana jako ruch.
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(a) klatka 1 (b) klatka 2 (c) klatka 3

O o
O

(d) klatka 4 () klatka 5 (f) klatka 6

O
O ©

Rysunek 5.6: Klatki animacji, ktoére odtwarzane sekwencyjnie po sobie z odpowiednig czestotliwo-

$cig generujg iluzj¢ ruchu.

W tym miejscu wspomnie¢ trzeba takze o eksperymentach Gunnara Johanssona [66][67],
ktorych zapis wideo w bardzo dobitny sposob przedstawia jak bardzo ztozonym problemem,
zwigzanym z przedmiotem niniejszej pracy, jest percepcja ruchu.

Dla problemu aproksymacji trajektorii istotna jest mozliwo$¢ znalezienia odpowiedzi na
pytanie:

Czy istnieje graniczna wartos¢ bledu aproksymacji (4.28), dla ktorej aproksymowana tra-
Jjektoria wizualnie nie jest odroznialna dla odbiorcy od trajektorii wejsciowej?

Jezeli odpowiedz na powyzsze pytanie jest twierdzaca, to nasuwaja si¢ kolejne pytania:

* Jezeli istnieje graniczna wartos¢ bledu aproksymacji, to jakg przyjmuje on wartosc¢?

* Czy ta wartos¢ jest wspolna dla wszystkich rodzajow parametrow animowanych w meto-

dzie klatek kluczowych?

5.2.2 Proba wyznaczenia wartosci granicznej bledu aproksymacji

Brak matematycznego modelu ludzkiego widzenia skutkuje tym, ze proba odpowiedzi na za-
sadnicze pytanie o istnienie granicznej wartosci bledu aproksymacji wezesniej czy pdzniej musi
prowadzi¢ do podejscia eksperymentalnego. Na potrzeby badan zostaty przygotowane zestawy
eksperymentow, w ktorym testowe krzywe opisane w p. 5.1.3 zostaly aproksymowane coraz
wiekszg liczbg wielomianow (tj. od jednego az do szesSciu wielomianéw co najwyzej trzeciego
stopnia). Dla kazdego eksperymentu wyznaczono takze blad aproksymaciji (4.28). Wyniki eks-

perymentow przedstawiono na rysunkach od 5.7 do 5.16.
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Rysunek 5.7: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 1) wejsciowej reprezentowanej przez zielong kule,
trajektoria aproksymowana metodg prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Blad aproksymac;ji
(a) 0.332205, (b) 0.139628, (c) 0.020630, (d) 0.012149, (e) 0.005250, (f) 0.003255.
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Rysunek 5.8: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 2) wejsciowej reprezentowanej przez zielong kule,

trajektoria aproksymowana metodg prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Blad aproksymac;ji
(a) 3.155436, (b) 0.762679, (c) 0.174709, (d) 0.047817, (e) 0.030304, (f) 0.017030.
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Rysunek 5.9: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 3) wejsciowej reprezentowanej przez zielong kule,

trajektoria aproksymowana metodg prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Blad aproksymac;ji
(a) 5.550946, (b) 1.480575, (c) 0.447404, (d) 0.227038, (e) 0.126482, (f) 0.055435.
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Rysunek 5.10: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 4) wejsciowej reprezentowanej przez zielona

kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-

symacji (a) 0.651050, (b) 0.261670, (c) 0.037146, (d) 0.026938, (¢) 0.009444, (f) 0.007517.
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Rysunek 5.11: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 5) wejsciowej reprezentowanej przez zielona

kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-

symacji (a) 11.228193, (b) 4.709534, (c) 1.856845, (d) 0.609467, (e) 0.448780, (f) 0.325160.

80



(b)

L L

,tuu«uu“

e€

>~

>~

Rysunek 5.12: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 6) wejsciowej reprezentowanej przez zielona

kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-

symacji (a) 3.265230, (b) 2.231185, (c) 0.434450, (d) 0.320140, (¢) 0.116232, (f) 0.090871.
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Rysunek 5.13: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 7) wejsciowej reprezentowanej przez zielona
kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-
symacji (a) 2.245055, (b) 0.737098, (c) 0.304405, (d) 0.102238, (e) 0.069048, (f) 0.050830.
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Rysunek 5.14: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 8) wejsciowej reprezentowanej przez zielona

kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-
symacji (a) 3.775286, (b) 0.918956, (c) 0.385822, (d) 0.166656, (¢) 0.090873, (f) 0.055534.
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Rysunek 5.15: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 9) wejsciowej reprezentowanej przez zielona

kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-

symacji (a) 7.0822398, (b) 2.032818, (c) 0.453699, (d) 0.290327, (¢) 0.150947, (f) 0.066872.
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Rysunek 5.16: Klatki animacji trajektorii (Funkcja 10) wej$ciowej reprezentowanej przez zielona
kule, trajektoria aproksymowana metoda prezentowana w pracy to ruch czerwonej kuli. Btad aprok-
symacji (a) 12.347805, (b) 4.054040, (c) 1.674225, (d) 0.562308, (e) 0.379762, (f) 0.279563.

Jakie wnioski mozna wysnu¢, analizujgc eksperymenty przedstawione na rysunkach 5.7 -
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5.16? Co z tych eksperymentow, na testowych krzywych, mozna wywnioskowa¢? Z rysunku
5.7 wynika, ze istniejg takie trajektorie, ktore aproksymowane tylko jednym wielomianem co
najwyzej trzeciego stopnia sa wizualnie ,,bardzo podobne” do wejsciowe;j trajektorii. Ale prze-
waznie aproksymacja tylko jednym wielomianem nie jest wystarczajaca. Aby bardziej ,,upodob-
ni¢ si¢” do wejsciowej trajektorii (ruchu zielonej kuli), trzeba uzy¢ wigkszej liczby wielomianéw
aproksymujacych.

Czy na podstawie powyzszych przyktadow istnieje mozliwos¢ odpowiedzenia na pytanie:
Czy istnieje graniczna wartos¢ bledu aproksymacji (4.28) dla ktorej trajektoria wyznaczona
przez wielomiany aproksymujgce wizualnie nie jest odroznialna dla odbiorcy od trajektorii wej-
sciowej? Dla wszystkich przeanalizowanych przypadkoéw mozna uzna¢ ze taka graniczna war-
tos¢ istnieje. Ale tak mata liczba przeanalizowanych przypadkow jest niewystarczajaca do kate-
gorycznego stwierdzenia, ze taka granica istnieje w ogo6lnosci (przeanalizowane przypadki sta-
nowig jedynie wskazowke, ze taka granica wystepuje dla konkretnych przypadkow). Aby moc

obiektywnie odpowiedzie¢ na tak zadane pytanie, nalezatoby przeprowadzi¢ odrgbne badania:

* Przeprowadzi¢ oddzielne badania na licznej reprezentatywnej probie ludzi.

* Przeprowadzi¢ badania na liczniejszej probce trajektorii, r6znigcych si¢ czasem odtwa-

rzania, rodzajem interpolowanego parametru itp.

* Przeprowadzi¢ badania w r6znych warunkach, np. animacjach prezentowanych na moni-

torze komputera, ekranach kinowych czy tez urzadzeniach mobilnych.

* Przeprowadzi¢ badania nad wptywem relacji rozmiaru obiektu do rozmiaru ekranu na

»akceptowalng” wielkos$¢ btedu aproksymacji.

Nie jest znana matematyczna skala poréwnawcza w zakresie niniejszych badan. Jednoczesnie
przeprowadzanie takich badan nie jest celem prezentowanej pracy. W ten sam sposob (przepro-
wadzajac oddzielne badania) nalezatoby poszukiwaé¢ odpowiedzi na pozostate pytania zadane
powyzej.

Jako ze odpowiedz na gtéwne pytanie o istnienie (oraz o wielkos¢) biedu aproksymacji, im-
plikuje konieczno$¢ przeprowadzania oddzielnych rozleglych badan, postawi¢ mozna pomoc-
nicze pytanie:

Czy istnieje graniczna wartos¢ bledu aproksymaciji, dla ktorej postrzeganie (a co za tym idzie
akceptacja) trajektorii aproksymowanej odseparowana jest od subiektywnej percepcji ludzkiej?

Cyfrowy charakter wy$wietlania animacji na urzadzeniach, jakimi s3 monitory, telewizory
czy rzutniki, daje szanse na wyznaczenie wartosci btedu aproksymacji w normie supremum,
ktora bedzie mniejsza niz najmniejsza ,,wielko$¢” mozliwa do wyswietlenia na tych urzadze-
niach. Najmniejsza wielko$¢ rozumiana jest jako np. najmniejsza roznica w odwzorowaniu ko-

loru materiatu mozliwa do wyswietlana na ekranie monitora, czy tez najmniejsza odlegtos¢ w
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wirtualnej przestrzeni, ktora mozliwa jest do zaobserwowania na rastrowym monitorze (wigcej
na ten temat w p. 5.2.2.1).

Dodatkowym aspektem, ktory naktada si¢ na cyfrowy charakter wyswietlania animacji, jest
skonczona rozdzielczo$¢ katowa ludzkiego oka (szerzej opisana w p. 5.2.2.2), ktora zostata wy-
znaczona do$wiadczalnie i jest powszechnie uwzgledniania w zagadnieniach zwigzanym z wi-
dzeniem.

Poniewaz zbiezno$¢ ciggu funkcyjnego w normie Sobolewa W12 na odcinku (a, b) impli-
kuje zbiezno$¢ jednostajna, wigc btad aproksymacji mierzony w normie Sobolewa ogranicza z
gory blad aproksymacji w normie supremum z doktadnoscia do statej |a — b|. Mozemy zatem
zadajac z gory odpowiednig wielkos¢ bledu w normie Sobolewa uzyska¢ pozadang wielkos¢
btedu w normie supremum. W celu uzyskania btedu aproksymacji, matego w normie Sobolewa,
dokonujemy dostatecznie drobnego podziatu odcinka (a, b), w ten sposob mozemy uzyskac war-
to$¢ btedu w normie supremum mniejsza niz najmniejsza ,,wielkos¢” mozliwa do wyswietlenia
na tych urzadzeniach.

Wszystko to powoduje, ze problemy percepcyjne w aproksymacji nie sg juz istotne i r6z-
nica mig¢dzy trajektoriami wejSciowa oraz aproksymowang nie b¢dzie mozliwa do zauwazenia
podczas odtwarzana na monitorach rastrowych czy tez rzutnikach przez obserwatora.

Dalsze badania nad akceptowalno$cig aproksymowanej trajektorii moga spowodowac po-
wiekszenie granicznego btedu wyznaczonego podczas odpowiedzi na pomocnicze pytanie, gdyz
nawet niewielkie roznice (w granicach kilku pikseli) migedzy trajektoriami moga by¢ mato za-
uwazalne albo niewyplywajace negatywnie na odbior aproksymowane;j trajektorii. Przeprowa-
dzenie oddzielnych badan nad akceptowalno$cig pozwolitoby bardziej sprecyzowaé nowa gra-

niczng warto$¢ btedu aproksymac;ji.

5.2.2.1 Aliasing

Aliasing to nieodwracalne znieksztalcenie sygnatu w procesie probkowania wynikajace z nie-
spetnienia zatozen twierdzenia o probkowaniu, zwanym takze twierdzeniem Kotielnikowa-Shannona
[41]. Aliasing stanowi potencjalne zrodto bledow, ktore nie wystepuja przy bezposrednim prze-
twarzaniu sygnatow analogowych 1 jest nieroztgcznie zwigzane z przetwarzaniem cyfrowym

(np. jak na przedstawionym rysunku 5.17).
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(a) Wzorcowy model (b) Model poddany prébkowaniu

,
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Rysunek 5.17: Sygnat analogowy z lewej, oraz poddany probkowaniu z prawe;.

W grafice komputerowej to zjawisko polega na znieksztatceniu obrazu w wyniku zbyt malej
czestosci jego probkowania w procesie rasteryzacji. Rasteryzacja zachodzi najczesciej podczas
wyswietlania obrazu na ekranie, ktory obecnie najczesciej jest ekranem rastrowym. Moze do-
tyczy¢ takze procesu zamiany modelu obrazu z wektorowego na rastrowy. Rasteryzacja wyste-
puje jako jeden z koniecznych etapow potoku graficznego w bibliotekach graficznych wyko-
rzystywanych w grafice trojwymiarowe;j (takich jak DirectX®[21], jak i OpenGL®[35], czy tez
Vulkan®[36]).

Przykladem aliasingu w komputerowej grafice rastrowej jest wystepowanie ,,schodkow” na
liniach ukos$nych lub obrzezach bryt w obrazach na monitorach rastrowych (w ktérych najmniej-
szym niepodzielnym elementem jest piksel).

Warto$¢ granicznego bledu aproksymacji € w normie supremum, dla ktérej btad bedzie
mniejszy niz blad wprowadzony przez aliasing, zalezna jest od rodzaju parametru, ktéry pod-
dawany jest interpolacji w metodzie klatek kluczowych. Przeanalizowane zostang najpopular-

niejsze przypadki interpolowanych parametrow:

* Gdy interpolowana jest sktadowa barw w liniowym modelu przestrzeni RGB, gdzie kazda
sktadowa barwy kodowana jest 8-bitowa wartoscig w znormalizowanej przestrzeni [0, 1]

interpolowanego parametru. Btad jest tatwo wyznaczy¢ 1 wynosi
1
=5 = 0.00390625 (5.8)
a przy 10-bitowej warto$ci na sktadowa RGB

e = 0.0009765625 (5.9)

~ 210

* Gdy interpolowany jest parametr, ktorym jest pozycja obiektu w przestrzeni wirtualne;j.
Wyznaczenie warto$ci nie jest juz takie proste, gdyz warto$¢ ta zalezna jest nie tylko od
wielkos$ci ekranu monitora (liczonej w pikselach), ale takze od rodzaj uzytego rzutowania

(rownoleglego lub perspektywicznego) podczas prezentacji sceny.
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— Gdy prezentacja §wiata odbywa si¢ przy uzyciu rzutowania ortogonalnego to war-
tos¢ graniczna btedu opisuje wzor:

D,
Dy,

£ = (5.10)

gdzie D, to rozmiar w pikselach szeroko$ci (wysokosci) parametru uzytego w rzu-
towaniu ortogonalnym wirtualnej kamery, D,,, to szeroko$¢ (wysokos¢) w pikselach
monitora na ktorym wys$wietlana jest animacja.

Przyktadowo gdy D, = D,,, = 1920 czyli szeroko$¢ w pikselach standardu te-

lewizyjnego HDTV (oraz bardzo popularnego standardu rozdzielczo$ci monitoréw
1920

1920
Warto takze przedstawi¢ btad graniczny dla znormalizowanej krzywej Béziera,

komputerowych) € =

wtedy warto$¢ jego przedstawia wzor

€ 1
- - - 5.11
c01 D. D, ( )

Dla przedstawionego wyzej przyktadu warto$¢ btedu wynosi €g; =
0.00052083.

1920

— Gdy prezentacja $wiata odbywa si¢ przy uzyciu rzutowania perspektywicznego blad
¢ zalezny dodatkowo od parametrow wirtualnej kamery takich jak: odleglo$¢ bliskie;j
ptaszczyzny obcinania oraz kat widzenia kamery. Kolejnym aspektem ktory wplywa
na poszukiwang warto$¢ jest odlegtos¢ od kamery obiektu w wirtualnym $wiecie.

Gdy obiekt porusza si¢ tylko w ptaszczyznie rownolegtej do ptaszczyzny obci-

nania rzutowania perspektywicznego, blad graniczny mozna wyrazi¢ wzorem

_ 21g(5)z
£ = —=2—

Do (5.12)

gdzie « to kat widzenia (poziomy lub pionowy) wirtualnej kamery, z to odlegtos¢
animowanego obiektu do wirtualnej kamery, D,,, to szerokos¢ (wysokos¢) w pikse-
lach monitora na ktorym wys$wietlana jest animacja.

Te¢ wielkos¢ nalezy porownywac z najwigkszym mozliwym przemieszczeniem row-
noleglym do ptaszczyzny obcinania oraz oddalonym o z od kamery, ktore to prze-
mieszczenie w cato$ci widoczne jest w piramidzie widzenia wirtualnej kamery (o

kacie widzenia «) :

[0
2
[ tak dla o = 90° oraz odlegto$ci obiektu od kamery z = 100 i szeroko$¢ ekranu

Tmax = th( )Z (513)

FHD D,, = 1920, btad graniczny wynosi ¢ = 0.104167, gdzie maksymalne wi-

doczne przemieszczenie to 2,4, = 200.
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Gdy obiekt nie porusza si¢ jedynie w plaszczyznie rownoleglej do bliskiej ptasz-
czyzny obcinania, to warto$¢ graniczna bedzie obliczana od ptaszczyzny rownole-
glej do bliskiej ptaszczyzny obcinana, ktora jest najblizsza podczas wykonywana
tego ruchu obiektu.

Warto takze przedstawi¢ blad graniczny dla znormalizowanej krzywej Béziera,

wtedy warto$¢ jego przedstawia wzor

1
80,1 = c = —— (514)

xmax Dm

* Gdy interpolowana jest rotacja uzywajaca uktadu trzech katéw (katéw Eulera) wzgledem
osi uktadu wspohrzednych, nalezy uwzgledni¢ dodatkowo doktadnos$¢, z jaka obliczana
jest wartos$¢ funkcji trygonometrycznych sin oraz cos. W zaleznosci od platformy sprze-
towej, na ktorej odtwarzana jest animacja, z r6zng doktadnoscig obliczane sg wartosci
funkcji trygonometrycznych przez funkcje dostarczane przez biblioteki matematyczne.
Dla komputeréw osobistych oraz procesoréw z rodziny 1686 (najczesciej wystepujacych
w komputerach osobistych oraz serwerach), ta doktadno$¢ wynosi 1 ULP (ang. unit of
least position) (na podstawie dostepnych danych z [68]), przy zatozeniu reprezentacji
zmiennoprzecinkowej [49]. Przektada sie to na doktadno$é rzedu 2752 ~ 10~1° dla liczb
zmiennoprzecinkowych podwojnej precyzji. Warto zaznaczy¢, ze deklarowane doktadno-
$ci, udostepnione przez producentéw uktaddw, nie zawsze maja potwierdzenie w rzeczy-
wistych badaniach (np. przedstawionych w [69]).

Wz6ér na blad graniczny jest identyczny ze wzorem dla przypadku przemieszczenia
(5.10) lub (5.12) w zaleznos$ci od uzytego rzutowania, powigkszony tylko o wartos¢ r,
gdzie r to promien sfery opisujacej obiekt wzgledem s$rodka jego obrotu. Ten fakt po-
woduje, ze dowolnie maty btad aproksymacji drogi katowe;j (drogi przebytej przez punkt
materialny wzdhuz tuku okregu) skaluje si¢ liniowo wzgledem promienia sfery otaczajace;]
obiekt. Zatem dla najwigkszego rozmiaru obiektu wynoszgcego potowe wysokosci ekranu
monitora (540 pikseli) oraz tej samej kamery rzutowania rownoleglego, jak w przypadku

przesunigcia, btad bedzie 540 razy wiekszy.

* (Gdy interpolowane jest skalowanie obiektu wzgledem osi wspotrzednych, wzory na btad

graniczny tozsame sg ze wzorem na btad wyznaczony dla przesunig¢ (translacji) obiektow.

* Gdy interpolowane sg inne parametry, takie jak np. kat widzenia kamery, btad graniczny
jest trudno wyznaczalny, gdyz, jak to pokazane zostato we wczes$niejszych punktach, kat

kamery wptywa na btedy przesunigcia oraz rotacji.

* Gdy interpolowane s3 wtasciwos$ci materialu, np. parametry modelu o$wietlenia Blinna—

Phonga [3], wéwczas wzor na blad graniczny rowniez jest trudno wyznaczalny.
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5.2.2.2 Anatomia narzadu wzroku

Na negatywne zjawiska wystepujace przy aliasingu w grafice komputerowej naktada si¢ takze
problem ograniczonej rozdzielczos$ci ludzkiego oka. Promienie §wietlne dostajg si¢ do oka przez
zrenice¢ 1 soczewke, a nastepnie trafiajg na siatkdwke na ktorej znajdujg si¢ fotoreceptory: preciki
oraz czopki. Te drugie wystepuja w trzech typach o rdznej czutosci na rdzne dtugosci fal Swiatta
oraz umozliwiaja postrzeganie koloréw. Czopki wymagaja dobrego o$wietlenia do optymalnej
pracy, preciki zas sa bardzo czute i moga rejestrowac obraz §wiata przy bardzo stabym o§wietle-
niu. Pozwalaja wylacznie na widzenie monochromatyczne. Uzycie dwoch rodzajow receptorow

pozwala na rejestrowanie obrazu w zakresie jasnosci obejmujgcym dziewig¢ rzedow wielkosci.

soczewka drugorzedowe i dalsze przetwarzanie

siatkowka

— nerw
—— wzrokowy

fotoreceptory

Rysunek 5.18: Rysunek przedstawiajacy poszczegolne etapy w procesie widzenia przez cztowieka.

Aby dwa punkty mogty by¢ zaobserwowane przez oko jako odrgbne obiekty musza pobudzi¢
dwa rézne czopki na siatkowce, oddzielone jednym czopkiem nie pobudzonym. Nazywane jest
to zdolnoscia rozdzielcza siatkowki, ktora wynosi jedng minutg katowa 1. Z zadanej odlegto-
$ci x, od obiektu, mozna wyznaczy¢ wzor, ktory okresli najmniejszg odlegtos¢ miedzy dwoma
punktami, ktore sg widziane jako odrebne (zob. rysunek 5.19).

o

1
Aonin. = 21tg <Eo )x ~ 0.00029088821% (5.15)
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Rysunek 5.19: Wykres najmniejszej odlegto$ci rozréznianej przez cztowieka w zaleznosci od jego

odlegtosci od obserwowanego obiektu.

W problemach opisywanych w pracy punkty te mozna skojarzy¢ z pikselami w rastrowych
monitorach. W takiej sytuacji wzor (5.15) wyznacza minimalng odlegtos¢ cztowieka od moni-
tora z ktdrej obserwator nie bedzie w stanie dostrzec pojedynczego piksela.

Nie wnikajac przy tym glgboko w rzeczywista budowe ekranu, czy sg to monitory ciekto-
krystaliczne LCD o réznym typie budowy matrycy, monitory kineskopowe czy tez projektory,
mozna zalozy¢, ze piksel ma ksztalt kwadratu. Fizyczng dtugo$¢ boku kwadratu w monitorach
(ang. dot pitch) mozna wyznaczy¢ przy uzyciu informacji podawanej przez producenta ekranu,
jakim jest parametr PPI (ang. pixels per inch), lub tez wyznaczy¢ t¢ wielko$¢ na podstawie fi-

zycznych rozmiaréw ekranu i rozdzielczosci ekranu, przy uzyciu wzoru

w2 + h?
ppi = ~—L 2 (5.16)
di
gdzie w, wyraza wartoS¢ rozdzielczosci poziomej monitora wyrazong w pikselach, 7, to roz-
dzielczos$¢ pionowa, a d; to przekatna monitora wyrazona w calach.
Dhugos¢ boku kwadratu reprezentujacego piksel wyrazona w milimetrach okre§la wzor (5.17)

- rysunek 5.20
254

pp?

d (5.17)
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Rysunek 5.20: Wykres zaleznos$ci parametru PPI do fizycznego rozmiaru piksela.

5.2.3 Whnioski

Analizujac rozwazane przypadki w p. 5.2.2.1 oraz w p. 5.2.2.2 mozna stwierdzi¢, ze nie ma
mozliwosci wyznaczenia jednej granicznej wartosci bledu aproksymac;ji € dla wszystkich moz-
liwych parametréw uzytych w metodzie klatek kluczowych. W zaleznos$ci od rodzaju uzytego
parametru warto$¢ graniczna jest inna, albo bezwzgledna (np. dla interpolacji kolorow prze-
strzeni RGB), albo tez jest zalezna od innych parametréw (jak to ma miejsce w przypadku po-
zycji obiektu).

Chociaz warto$¢ graniczna dla wszystkich mozliwych parametrow uzytych w animacji w
metodzie klatek kluczowych jest niemozliwa do wyznaczenia, to dla konkretnego przyktadu
np. dla translacji obiektow przedstawionych na rysunkach od 5.7 do 5.16, wyznaczenie granicz-
nej wartosci jest mozliwe. Dla parametrow wirtualnej perspektywicznej kamery o wertykalnym
kacie widzenia wynoszacym 45°, odleglosci obiektow od kamery 14.0 oraz szerokosci ekranu
w ~ 0.011598. Wartos¢ ta

1000
przedstawia btagd w normie supremum i oznacza, ze bezwzgledna rdznica migdzy wartosciami

1000 pikseli ze wzoru (5.12), btad graniczny wynosi € =

trajektorii wejsciowej a aproksymowanej ponizej € nie bedzie mozliwa do rejestracji przez ob-
serwatora na monitorach komputerowych.

Ta warto$¢ moze by¢ wieksza, gdy uwzgledni si¢ dodatkowo odlegtos¢, jaka obserwator jest
oddalony monitora komputerowego (wartosc¢ ta nie moze by¢ pomniejszona, poniewaz obserwa-
tor wraz ze zblizaniem si¢ do monitora bedzie coraz bardziej obserwowat aliasing wystgpujacy
w monitorach rastrowych).

Obliczonej wartosci btedu e = 0.011598 nie mozna bezposrednio odnies¢ do wartosci btedu
przedstawionych w rysunkach od 5.7 do 5.16, gdyz obliczona warto$¢ bledu jest miarg odle-

glo$ci w normie supremum, a w rysunkach przedstawiono warto$¢ btedu w normie W12, Ale
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dzieki wlasciwosciom wybranych norm opisanych w rozdziale 4.3, to w najgorszym przypadku
btad aproksymacji krzywych na rysunkach od 5.7 do 5.16 musi by¢ mniejszy niz €, by byt nie-
mozliwy do obserwacji na monitorach rastrowych.

Doktadniejsza analiza oraz testy zalezno$ci migdzy tymi btedami aproksymacji w normach su-
premum a W2, w zawezonym problemie aproksymacji krzywych Béziera wielomianami co

najwyzej trzeciego stopnia, przedstawiono w rozdziale 6.1.
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Rozdzial 6

Testy oraz analiza rozwigzania

6.1 Blad aproksymacji w normie 17! a blad w normie su-

premum

Jak zostato pokazane w nierdwnosci (4.24), btad aproksymacji krzywej Béziera trzeciego stop-
nia mierzony normg W12 jest zawsze wigkszy lub rowny btedowi w normie supremum z do-
ktadnos$cig statej rownej dlugosci odcinka, na ktérym dokonywana jest aproksymacja. Jako
ze dtugos¢ odcinka postaci znormalizowanej krzywej Béziera podanym testom rowna jest 1,
warto jest zbadac, jak ta nierownos¢ (4.24) wyglada w zawezonym problemie, ograniczonym
do wielomiandow co najwyzej trzeciego stopnia oraz ich odwrotnosci, co jest jednym z przed-
miotow badan prezentowej pracy. Do tego badania przygotowano testy. Zbadano aproksyma-
cje krzywej Béziera wykorzystujac od 1 do 6 wielomianow w rOwnomiernym podziale wzgle-
dem diugosci krzywej 1 wyznaczono dla tej aproksymacji wartos$ci btedow w normie Sobo-
lewa oraz normie supremum. Dla znormalizowanej krzywej Béziera wspotrzedne punktow kon-
trolnych, P1 oraz P2, zawarte zostalty w zbiorach € 0.10,0.15,...,0.85,0.90 oraz y €
—-1.0,-0.9,...,-0.1,0.0,0.05,...,0.95,1.0,1.1,...,1.9,2.0. Ponadto aproksymowano przy
uzyciu czterech konfiguracji zachowania cigglosci sasiadujacych krzywych w weztach wewnetrz-
nych: zachowanie ciggtosci C, zachowanie gtadkosci klasy C', zachowanie gladkosci klasy
C? oraz zachowanie gladkosci klasy C'! wraz zachowaniem gladkosci klasy C'!' w weztach ze-
wnetrznych. Tak zdefiniowanie syntetyczne testy wygenerowaty ponad 7000000 przypadkow
znormalizowanych krzywych Béziera, dla ktérych przeprowadzona zostata analiza poréwnaw-
cza bledéw w dwdch normach (normie supremum oraz normie W *%?2). Wyniki badan przedsta-

wiono na wykresie 6.1.
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Rysunek 6.1: Poréwnanie btedow normy W2 wzgledem normy supremum.

Ling przerywang zaznaczono sytuacje, w ktorej wartoscig bledu w normie W2 bylaby
rowna warto$ci bledu w normie supremum. Z wynikow przedstawionych na wykresie 6.1 mozna
wywnioskowaé, ze warto$¢ bledu aproksymacji w normie supremum wzgledem normy W52 jest
od 2 do 20 razy mniejszy na catej badanej rozpictosci wartosci btedu w normie W', Srednia
warto$¢ btedu w normie supremum w wiekszosci przypadkéw okazata si¢ 10 razy mniejsza niz
btad w normie W2,

Przektadajac te informacje do granicznego biedu testowych krzywych 1 ich aproksymacji
z rysunkow od 5.7 do 5.16 z rozdziatu 5.2.2, mozna stwierdzi¢, ze blad aproksymacji moze
by¢ dwa razy wickszy (lub nawet dziesi¢¢ razy wigkszy) od wyznaczonej granicznej wartosci
0.00603, aby aproksymacja trajektorii byta nie do odréznienia od wejsciowej trajektorii przez

obserwatora.

6.2 Testy ze wzgledu na liczbe wielomianow aproksymuja-
cych funkcje wejsciowg C(x)

Pierwszym elementem konfiguracji prezentowanej metody jest wybor liczby N wielomianow
co najwyzej trzeciego stopnia, ktorymi aproksymowana jest wejsciowa krzywa Béziera trze-

ciego stopnia. Dodatkowo w proponowanej metodzie sitowej z wyborem liczby N wielomia-
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néw bezposrednio wigze si¢ problem wyboru wielkosci potencjalnych podprzedziatow (stata
K), w ktorych testowany bedzie btad aproksymacji funkcji wejsciowej. Liczba potencjalnych
podprzedziatéw (stata M), dla ktérych konieczne jest wyznaczenie biedu aproksymacji wynosi
M = (%) . Ztozonos¢ czasowa takiego podej$cia wynosi O(n) = n! co jest bardzo niekorzystne.
Z praktycznego punktu widzenia liczba podprzedziatow N oraz stata K musi by¢ ograniczone.
Z jednej strony warto$é M, w testowych przypadkach, powinna by¢ mniejsza niz 10° (by ogra-
niczy¢ czas potrzebny na wykonanie aproksymacji), z drugiej strony stala /V nie powinna prze-
kracza¢ 7, aby ograniczy¢ zapotrzebowania pamigciowe dla wielomianéw aproksymujacych.

Przetestowane zostaly dwa typy podziatu rownomiernego
1. Typ A - podziat rtownomierny dziedziny funkcji wejsciowej C(z).
2. Typ B - podziat krzywej wejsciowej C'(z) na tuki rownej dlugosci.

Przedstawienie btedy aproksymacji dla zmiennych N oraz K na jednym wykresie jest klo-
potliwe. Dlatego tez, ze wzgledu na uzyteczno$¢ tych wykreséw w analizach, zostaty przygo-

towane wykresy w przekrojach dla statej warto$ci NV i zmiennej K oraz statej wartosci K oraz

zmiennej N.
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Rysunek 6.2: Wykres btedu aproksymaciji testowych krzywych ze wzgledu rodzaj podziatu prze-
dziatu wej$ciowego przy K = 10. (a) podziat rtownomierny dziedziny funkcji wejsciowej C'(x), (b)

podziat krzywej wejsciowej C(z) na tuki rownej dlugosci.
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Rysunek 6.3: Wykres btedu aproksymaciji testowych krzywych ze wzgledu rodzaj podzialu prze-

dziatu wej$ciowego przy K = 10. (a) podziat rtownomierny dziedziny funkcji wejsciowej C'(x), (b)
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Rysunek 6.4: Wykres btedu aproksymaciji testowych krzywych ze wzgledu rodzaj podzialu prze-

dziatu wej$ciowego przy K = 30. (a) podziat rtownomierny dziedziny funkcji wejsciowej C'(x), (b)
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podziat krzywej wejsciowej C(x) na tuki rownej dlugosci.
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Rysunek 6.5: Wykres btedow aproksymacji testowych krzywych ze wzgledu na liczbg potencjalnych
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podziatow, wykorzystujac dwa wielomiany aproksymujace.

99



§ ‘ ]
| » i
! i ge%e ]
Vg @ \ Y
““*\’m"\ﬁhh‘ g;; 2000,
o 107t |- ‘/\3.\:”/’\/’\\/ i \’I\!/\\H\\\‘,:\,’l\ . A I/h ,q\/,' L] : : * ’ ’ * ‘ —
N C L \ (AR W “7\// o A VAYANER AN \ /) A‘g‘y‘ ]
| AR A4
s e iRiietelinsiidnbnsanie PR A VLT S
E + ® i
: g ‘*‘i‘si- Sesoseeanieatineranieanseitanitarssisssssassssssssissss
= I \
z o 2o e o o"e %" ’. 0©000000000000000000
% 8 \%I\,,W:\‘ Bedonol ".Qoo..,,,nv’(“ i
g B B \’\:\’\l‘,/\,"\/\,\I‘,’\,‘/\/\/\/\ Yo oeoe 200
\ \ R / ” )
Z w2 8o B.0d obiobbunbosbiss \d\oo”o¥o¥¢ooo¢¥R =
N S AR N S ]
1 200, ryYy 20, 0.
E i G, 8 o0 T0eens®teneeestessencessesce . . 1
\
L .. Q‘ hc'- 000000000000000¢. 00 PPPPPS
I \. ..‘Q ... N
L] @ 0 00%g o, 00g 200, Py o0 a0, o
o-3 | 0%%  2009°7%0409°%00009%00000%0000 eeo900000 ]
L | | | | | | | | | -
0 10 20 30 40 50 60 70 80
K - Liczba podziatow wejsciowego przedziatu
— @- Funkcjal — @- Funkcja2 - @ — Funkcja3 — @ — Funkcja4 — @ - Funkcja 5
—~ @ Funkcja 6 — @ — Funkcja 7 Funkcja 8 — @ — Funkcja9 — @ — Funkcja 10
(b)
r T ]
L ‘ il
o
1L vy ® |
10~1 F / .’ 1 l‘\&/\ 9 ° B
C é (Y i 8 \ \..\ ”. B
i i 8§ 8 o 6 2 5"8%"8%78%980004050800080900000800000000000000000000%0 ]
= L il
E no 00e000,0500 M@MOWWW
2 L [ \ 00000 ® o |
B ! / e
:;? , o \” A \;‘(\/”&\
£ 1072 .,i‘ 42 o 00 0 0202006902094 9090 0900000000000 0000000000000000 E
< [ C) |
S F é @& 0% ]
£ I 0 890%000000000000%00000000000000000000es ]
3 i Te posssosesete seosscsese ]
m | %9 |
5\‘ 04990400000000000000000000000
3 ‘,."'. 90°%00%00090009000900090000000000000000000000000000000000000000000
1077 [ -
C | | | | | | | | | 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

K - Liczba podziatlow wejsciowego przedziatu

— @- Funkcjal — @—- Funkcja2 - @ — Funkcja3 - @ — Funkcja4 — @ - Funkcja 5
—~ @ Funkcja 6 — @ - Funkcja 7 Funkcja 8 - @ — Funkcja9 - @~ Funkcja 10

Rysunek 6.6: Wykres btedow aproksymacji testowych krzywych ze wzgledu na liczbg potencjalnych

podziatow, wykorzystujac trzy wielomiany aproksymujace.
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Rysunek 6.7: Wykres btgdow aproksymacji testowych krzywych ze wzgledu na liczbe potencjalnych

podziatow, wykorzystujac cztery wielomiany aproksymujace.

Biorgc pod uwage podziat typu A oraz B mozna stwierdzi¢, ze kazdy dodatkowy wielomian

uzyty w aproksymacji krzywych testowych powodowat spadek btedu aproksymacji (4.27), przez

co aproksymacja staje si¢ ,,doktadniejsza”. Ponadto zwigkszajac liczbg uzytych wielomianow,

roéznica miedzy btedami, dla kazdego kolejnego uzytego wielomianu, stawata si¢ coraz mniejsza.

Pozwala to wnioskowaé, Ze btad aproksymacji w normie W12 dazy do zera wraz ze wzrostem

liczby uzytych wielomianow.
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Funkcja wejsciowa C'(x) we wszystkich przypadkach (oprocz jednego) jest funkcja prze-
stepna, dlatego tez wielomian co najwyzej trzeciego stopnia pozwala aproksymowac wejsciowa
funkcje, w calym przedziale, w wigkszosci przypadkow ze zbyt mata doktadnoscig. Uzycie
wigkszej liczby wielomianow do aproksymacji, wejsciowej funkcji (co skutkuje zmniejszeniem
przedziatu aproksymacji), jest skuteczne, gdyz kazdemu wielomianowi, w swoim przedziale, fa-
twiej jest ,,dopasowac” si¢ do wejsciowe] funkcji pod wzgledem warto$ci funkcji oraz wartosci
pochodne;j.

Podziat rownomierny typu B (podziat krzywej wejsciowej C'(x) na tuki rownej dtugosci),
wzgledem typu A, powoduje mniejsze oscylacji bledu aproksymacji (jak na rysunku 6.6) przy
poszukiwaniu najlepszego rozmieszczenia weztow aproksymacji, takze wraz z wzrostem liczby
wielomianéw aproksymacyjnych. Typ B podzialu powoduje ,,bardziej liniowy” spadek btedu
aproksymacji (przy testowanych wartos$ciach parametru N oraz K). Dla statej K < 10 typ B
pozwala wyznacza¢ wezly, dla ktérych blad aproksymacji jest mniejszy od btedu dla typu A. Dla
stalej K' > 50 wybor typu podziatu réwnomiernego A lub B dla wigkszosci krzywych testowych
przestaje byc¢ istotny.

Analizujac rysunki 6.5, 6.6 oraz 6.7, mozna wywnioskowac, ze znajdowanie najlepszych
podprzedzialow jest to problemem nieliniowy, gdyz zwigkszenie liczby weztéw aproksymacji
w przedziale [1, 30] nie zawsze prowadzi do znalezienia globalnie najmniejszego btedu aproksy-
macji. Gdy liczba potencjalnych podprzedziatéw wynosi powyzej 50, blad aproksymacji zmniej-
sza si¢ juz w niewielkim stopniu, czyli znalezione wezty leza juz dostatecznie blisko weztow,
dla ktorych blad osigga globalne minimum.

Chociaz z niniejszej analizy nie wynika, ze zwigkszenie statej] K powyzej 80 pozwala wy-
znaczy¢ globalne minimum mniejsze niz prezentowane, jednak poszukiwanie takowego mini-

mum dla wigkszych statych K zwigkszytoby nadmiernie ztozono$¢ obliczeniowa.

6.2.1 Porownanie bledow aproksymacji przy podziale rownomiernym do

podzialu niero6wnomiernego metodq sitowa

Warto sprawdzi¢, jak poszukiwanie najlepszego podzialu przy uzyciu proponowanej metody
sitowej (0 ztozonosci czasowej O(n) = n!) wypada na tle rtOwnomiernego podziatu typu A oraz

B. Wyniki takiej analizy przedstawiono na rysunkach 6.8 oraz 6.9.
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Rysunek 6.8: Wykres stosunku btedu aproksymacji testowych krzywych przy rownomiernym po-

dziale typu B i przy metodzie sitowej dla tego samego typu przy statej K = 20.
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Rysunek 6.9: Wykres stosunku btedu aproksymacji testowych krzywych przy rownomiernym po-
dziale typu B i przy metodzie sitowej dla tego samego typu przy statej K = 30.

Gdy globalne minimum btgdu aproksymacji wyznaczaja wezly, ktore znajduja si¢ w oko-
licach punktéw podzialu réwnomiernego dla typu B, wowczas metoda sitowa (co za tym idzie
nieréwnomierny podzial wejSciowego przedzialu) zmniejsza blad aproksymacji maksymalnie o
okoto 50%.
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Istnieja jednak krzywe (na przyktad krzywe testowe 6 oraz 8), dla ktorych btad aproksyma-
cji dla jednolitego podziatu jest ponad dwukrotnie wickszy niz btad aproksymacji w podziale
nieréwnomiernym. Zatem poszukiwanie podziatu nierownomiernego (np. metoda sitowq) przy
zwigkszeniu ztozonos$ci czasowej do jego wyznaczenia jest oplacalny ze wzgledu na doktadnosé

aproksymacji, przy uzyciu jak najmniejszej liczby wielomianoéw aproksymujacych.

6.3 Testy bledow aproksymacji w warunkach ciaglosci w we-

zlach

Warunki cigglo$ci w weztach sg kolejnymi parametrami, ktore wptywaja na realizacje prezento-
wanej metody. Przeprowadzono analize, jak poszczegdlne warunki ciggltosci wplywaja na btad
aproksymacji wzgledem bledu minimalizacji samej funkcji (4.28) (nazywany pdzniej bledem
bazowym).

Jak wiadomo, K -ta pochodna wielomianu stopnia K jest juz funkcja stala. W przypadku
wielomianéw stopnia co najwyzej trzeciego mozemy rozpatrywac warunki gtadkosci w klasie
co najwyzej C? w weztach wewnetrznych oraz zewnetrznych. Podzielono ten aspekt badan na

ponizsze przypadki mozliwych kombinacji zachowania ciggtosci:

1. Minimalizacja funkcji bez zachowania jakichkolwiek ciaglosci. Ten przypadek jest punk-
tem odniesienia dla pozostatych testow (btad bazowy). W tabeli 6.1 ta konfiguracja ma

numer .

2. Warunek konieczny do zachowania ciggtosci C° w weztach wewnetrznych oraz warto$ci
w weztach zewnetrznych réwne wartosci funkcji wejsciowej. W tabeli 6.1 ta konfiguracja

ma numery II oraz III.

3. Warunek konieczny do zachowania gtadkos$ci klasy C' w weztach wewnetrznych. W ta-

beli 6.1 ta konfiguracja ma numery od IV oraz V.

4. Warunek konieczny do zachowania gtadko$ci klasy C? w weztach wewnetrznych. W ta-

beli 6.1 ta konfiguracja ma numery od VIII oraz XI.

5. Rozszerzenie warunku z punktu 2 o zadanie konkretnej wartosci pochodnych pierwszego
oraz drugiego rzgdu w wezlach zewnetrznych. W tabeli 6.1 ta konfiguracja ma numery
od XII oraz XV.

6. Rozszerzenie warunku z punktu 3 o zadanie konkretnej warto$ci pochodnych pierwszego
oraz drugiego rzedu w weztach zewngtrznych. W tabeli 6.1 ta konfiguracja ma numery
od XVI oraz XXII.
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7.

Rozszerzenie warunku z punktu 4 o zadanie konkretnej wartosci pochodnych pierwszego
oraz drugiego rzedu w weztach zewngtrznych. W tabeli 6.1 ta konfiguracja ma numery
od XXIII oraz XXVII.

Zestawienie powyzszych warunkéw zostato przedstawione w tabeli (6.1), gdzie przyjeto

nastepujace oznaczenie kolumn

Co oV oznacza ze fy(sg) = C(sg) oraz fxy_1(sy) = C(sn).

Cy ¢V oznacza zachowanie cigglosci C° na punktach si, ..., sy_1.

CoiV oznacza fi(si+1) = fir1(Siv1) = C(si11), 1=0,...,N —2.

C10V oznacza ze fy(so) = C(so) A fi(so) = C'(so) oraz fn_1(sny) = C(sn) A
fyvoa(sn) = C'(sw).

C ¢V oznacza zachowanie gtadkosci klasy C'!' w weztach wewnetrznych.

(1 1V oznacza fi(3i+1) = fi-i—l(si—i-l) = C(Si+1)/\f{($i+1) = f7,‘/+1($i+1) = C/(5i+1)7 L=
0,...,N —2.

Cy 0V oznacza ze fo(so) = C(so) A fi(s0) = C'(s0) A f{(s0) = C"(sp) oraz fn_1(sn) =
C(sn) A fy_i(sn) = C'(sn) A fa—1(sn) = C"(sn).

C, ¢V oznacza zachowanie gtadkosci klasy C? w weztach wewnetrznych.

CyiV oznacza fi(sip1) = fir1(siv1) = C(siv1) A fi(sir1) = fiyi(si1) = C'(8i41) A
[ (siv1) = fl1(8i41) = C"(8i41), 1=0,...,N—2.

Znak v" uzyty w kolumnie tabeli (6.1) oznacza, Ze analizowany przypadek ciagglosci (wiersz

w tabeli) zawiera konkretny warunek ciagtosci.
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Warunek | Nr.konf | CooV | CocV | CoiV | CroV | CieV | CriV | CooV | CocV | CyiV
1. I
2. 11 v v
2. 117 v v
3. v v v v
3. % v v v
3. VI v v v
3. VII v v v
4. VIII v v v v
4. IX v v v v
4. X v v v v
4. XI v v v v
5. XII v v v
5. XIII v v v
5. X1V v v v v
5. XV v v v v
6. XVI v v v v
6. XVII v v v v
6. XVIII v v v v
6. XIX v v v v
6. XX v v v v v
6. XXI v v v v v
6. XXII v v v v v
7. XXIII v v v v v
7. XXI1V v v v v v
7. XXV v v v v v
7. XXVI v v v v v
7. XXvII| v v v v v v

Tablica 6.1: Zestawienie badanych kombinacji zachowania ciaglosci w weztach.

Wartos¢ bledoéw dla bazowego przypadku 6.10 bedzie poziomem do wzgledem ktérego kolejne
przypadki z tabeli (6.1) beda odnosi¢ si¢ w procentach. Wyniki analizy btedow dla prezentowa-
nych przypadkéw przedstawiono na rysunkach 6.11 - 6.13.
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Rysunek 6.10: Warto$ci bledow aproksymaciji wzgledem normy W12 testowych krzywych Béziera
dla Warunku 1 z tabeli 6.1.
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@ Funkcja 10 @ Funkcja 10

Rysunek 6.11: Wartoéci bledu aproksymacji w normie W2 dla testowych krzywych Béziera,
wzgledem warto$ci bazowe;j. (a) Warunek 2, (b) Warunek 3 z tabeli 6.1.
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Rysunek 6.12: Wartosci btedu aproksymacji w normie W12 dla testowych krzywych Béziera,
wzgledem warto$ci bazowe;j. (a) Warunek 4, (b) Warunek 5 z tabeli 6.1.
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Rysunek 6.13: Wartoéci btedu aproksymacji w normie W12 dla testowych krzywych Béziera,
wzgledem wartosci bazowej. (a) Warunek 6, (b) Warunek 7 z tabeli 6.1.

Warto$¢ bazowa btedu (dla warunku 6.10) jest najmniejsza wzgledem prezentowanej normy,

sposrod wszystkich testowanych kombinacji warunkow dodatkowych. Po dotaczeniu dodatko-
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wych warunkow ciaglosci w rozdziale 4.2, liczba stopni swobody dla wspotczynnikow wielo-
miandéw co najwyzej trzeciego stopnia ulega zmniejszeniu. Czes$¢ tych wspdtczynnikow nie jest
juz niezalezna, lecz zalezy od innych wspdtczynnikow.

Mozna zauwazy¢, ze wybranie normy W? do wyznaczenia funkcji minimalizujacej wy-
znacza lepsze rezultaty niz wedtug normy L?. Nawet brak narzucenia warunkow na zachowanie
cigglosci CY w wezlach aproksymacji powoduje, ze wyznaczone wielomiany aproksymujace
prawie zachowuja t¢ cigglos¢ (niecigglosé, czyli skok dla testowych krzywych jest rzedu 0.0001)

- w przeciwiefistwie do normy L? rysunek 6.14.

(a)

(b)

Rysunek 6.14: Przedstawienie wynikéw aproksymacji, przy uzyciu dwoéch wielomianéw aproksy-
mujacych z wykorzystaniem tylko funkcji minimalizacyjnej opartej o norme W12 oraz norme L2.

(a) Aproksymacja w normie W12, (b) Aproksymacja w normie L2,

Fakt ten implikuje jeszcze jedng interesujaca cechg: narzucenie koniecznych warunkow cig-
glosci I lub interpolacji 111 generuje niezauwazalny wzrost btedu aproksymacji w normie W12
(wzrost warto$ci ponizej 10~% i widoczny na rysunku (6.13)), natomiast wybranie jednego z wa-
runkow jest konieczne, aby aproksymacja mogta by¢ wykorzystana w aplikacjach do produkcji
animacji metoda klatek kluczowych (bez dokonywania dodatkowych zmian w tych aplikacjach).

Narzucenie warunkow gladkosci klasy C* oraz C? powoduje zwiekszenie bledu aproksy-
macji dla testowych krzywych, dochodzace do 200%.

Prezentowana metoda dotyczy problemow aproksymacji tylko jednej krzywej Béziera trze-

ciego stopnia. Zachowanie cigglosci C° gwarantuje warunek konieczny (opisany w p.4.2.1), a
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ewentualna gtadko$¢ klasy C* oraz C? z sgsiadujgcymi krzywymi moze byé zagwarantowana
poprzez wymuszenie warto$ci pierwszej (lub pierwszej 1 drugiej) pochodnej wielomianu aprok-
symujacego w weztach zewnetrznych takich samych jak warto$¢ analogicznych pochodnych
funkcji wejsciowej C'(z). Badania tych przypadkow przedstawiaja rysunki 6.12 (dla zachowa-
nia gladko$ci klasy C') oraz 6.13 (dla zachowania gtadko$ci klasy C?). Narzucenie tego typu
cigglosci powoduje juz wzgledne zwigkszenie bledu od ponad 120% (patrz Warunek 5) do ponad
1200% (patrz Warunek 7), gdzie samo narzucenie gtadkosci klasy C? znacznie podnosi warto$é
btedu aproksymac;ji.

Przedstawione wyniki sugeruja, aby w praktycznych zastosowaniach prezentowanej me-
tody wykorzystywa¢ tylko konieczne warunki ciggtosci. Jezeli jednak odbidr animacji przez
uzytkownika jest niezadowalajacy (widoczny jest brak ciggtosci w zachowaniu predkosci ani-
macji), nalezy zastosowa¢ kombinacje warunkow ciaglosci co najwyzej z gtadkos$cig klasy C

w weztach wewngtrznych i/lub zewngtrznych.

6.4 Testy bledow aproksymacji ze wzgledu na funkcje we-

wnetrzng i zewnetrzng

Ta czg$¢ analizy metody prezentowanej w pracy zostata podzielona na dwa punkty, poniewaz
jak zostato opisane w rownaniu (3.6), wejsciowa trajektoria C'(x) to ztozenie dwoch funkcji:
wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia (funkcja f) oraz odwrotnosci co najwyzej trzeciego
stopnia (funkcja g). Poniewaz odwrotno$¢ moze zawiera¢ funkcje przestepne (hiperboliczne lub
trygonometryczne), wiec funkcja C'(x) moze by¢ funkcja przestepna.

Punkt pierwszy: analiza wplywu funkcji wewngtrznej ¢ na btad aproksymacji, przy ustalone;j
postaci wielomianu zewngtrznej f;

Punkt drugi: analiza wptywu wielomianu zewngtrznego f na btad aproksymacji, przy usta-
lonej postaci funkcji wewnetrznej g.

Taka analiza pozwala okresli¢, jak prezentowana metoda aproksymuje liczne postacie funk-
cji wejsciowej C'(x), co rOwnowazne jest analizg aproksymacji ze wzgledu na posta¢ funkcji
C(z) z rozdziatu 3.1.3.

6.4.1 Testy dla bledow aproksymacji ze wzgledu na funkcje wewnetrzna

Do analizy wykorzystano znormalizowang krzywa Béziera o punktach kontrolnych:
1. Py=(0,0),P = (a,3), P, = (b,2), Py = (1,1) gdzie wspotrzgdne y punktow kontrol-
nych generuja funkcj¢ zewnetrzng jako funkcje liniowa.
2. By =1(0,0), P = (a,3), P, = (b,3), Py = (1,1) gdzie wspolrzedne y punktow kontrol-

nych generuja funkcje zewnetrzng jako funkcje kwadratows.
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3. Py =(0,0),P, = (a,0), P, = (b,1), Py = (1,1) gdzie wspotrzedne y punktéw kontrol-
nych generuja funkcj¢ zewnetrzng ktoéra wystepuje jako wartos¢ domyslna w implemen-

tacjach programow do animacji komputerowe;.

4. Py = (0,0), P = (a,—3), P> = (b,3), Py = (1,1) gdzie wspolrzedne y punktéw kon-
trolnych generuja funkcj¢ zewnetrzng ktora jest typu EaseOutBack.

Wykorzystano takie wartosci statej N = 3 oraz stalej X' = 20 przy podziale réwnomiernym
wzdhuz krzywej wejsciowej C'(x).

Jak pokazano w rozdziale 3.1 punkty kontrolne znormalizowanej krzywej Béziera mozna
przeksztatci¢ do analizowanej postaci (3.6), gdzie a € [0,1] A b € [0, 1]. Ten zakres utatwi
przedstawienie analizy w postaci graficznej. Przeanalizowane zostang wszystkie rodziny krzy-
wej C(z) z rozdziatu 3.1.3.

Dla lepszej wizualizacji wynikdéw analizy, wyniki (czyli dane liczbowe) dodatkowo zostaty
pokolorowane z tg my$la, aby wartosci minimalne (z okreslonego przedziatu) przyjmowaty od-
cienie koloru zielonego. A wartosci maksymalne odcienie koloru czerwonego (zgodnie z opisem
przedstawionym z prawej strony rysunkow). Taka reprezentacja analiz okres$lana bedzie mapa

cieplna.
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(@)

0000 0067 0133 0200 0267 0333 0400 0467 0533 0600 087 0733 080 087 0933 1000
0,0034868 0,0018885 0,0011637 0,0012377 0,0007534 0,0008007 0,0008503 0,0008876 0,0009439 0,0004584 0,0005232 0,0005535 0,0005590 0,0006525 0,0009220 0,0016246
0,0341040 0,0610062 0,0009328

0,0341040 0,0006992

0, 622
0,0369358
0,0502415 0,0370223 0.0314786
00803473 0,0525692 0,0329477
0,1319175 0,0744610 0,0435034 0,0320477 0,0314786.
1250565 0,0744610 0,0525692 0,0370223
01310175 0,0803473 0.0502415 0,0369358 0,0368622.

(®)

0,000 0,067 0133 0,200 0,267 0,333 0,400 0,467 0,533 0,600 0,667 0733 0,800 0,867 0,933 1,000
0,0018578 0,0009631 0.0005881 0,0006210 0,0003781 0,0004003 0,0004370 0,0004482 0,0004707 0,0002587 0,0002593 0,0002808 0,0003895 0.0006848 0,0007310 0,0011101
0,0544487 0,0008038

0.0811472 0,0480034 0,0302404
1316495 0,0713718 0,0464449 0,0370300

0,1264610 0,0732618 0,0550041 0,0376787 0,0319613 0,0295270
0,0033721 0,1330779 0,0838018 0,0552593 0,0429521 0,0386173 0,0302386

(©)
0,000 0,087 0,133 0,200 0,267 0.333 0,400 0.457 0,533 0,600 0,667 0,733 0,800 0.867 0,933 1,000
0,0007283 0,0002379 0,0001438 0,0000873 0.0000507 0,0000285 0,0000033 0,0000155 0,0000179 0,0000240 0,0000278 0,0000364 0,0000376 0,0000326 0,0000322 0,0000000
0,0000322
0,0000326
0,0000376
0,0000364
0,0000278
0,0000240
0,0000179
0,0000155
0,0000134
0,0000285
0,0000507
0,0000873
0,0001438
0,0002385
0,0007254

(d)

0000 0067 0133 0200 0267 0333 0400 0467 0533 0600 0667 0733 080 087 0933 1000
0,0035600 0,0025598 0,0016798 0,0018117 0,0010984 0,0011812 0,0017575 0,0013366 0,0014202 0,0007529 0,0007680 0,0008597 0,0010325 0,0013411 0,0018009 0,0024370
0,0400877 0,0301185 0,0340561 0.0443598 0.0498708 0,0557187 0,0663975 0,0844780 0,1206381 0,0018064
0,0323900 0,0342300 0,0575813 0,0844780 0,0013657

0,0342300 0,0663975 0,0010970
0,0557187 0,0008874
0,0498708 0,0007796
0,0443508 0,0008330
0,0340561 0,0014205
0,0301191 0,0013330

0050583 0,0694431 0,0701657 0,0630179 0,0545179 0,0469712 0,0344951]
,1262136 0,1004215 0,0829785 0,0646235 0,0602038 0,0545179 0,0439745

1827579 0,1322776 0.1004215 0,0694431 0,0644690 0,0613336 0.0500063 0,0375008
0,1981689 0,1262136 0,0950583 0,0003506 0,0815700 0,0661446 0,0565414 00463075 0,0343804 0,0323990 0,0400877 0,0035676

Rysunek 6.15: Mapy cieplne btedow aproksymacji we wzgledu na przypadki funkcji wewnetrznych
g dla przyktadowych postaci funkcji zewngtrznej f. (a) Mapa cieplna dla krzywej Béziera 1, (b) Mapa
cieplna dla krzywej Béziera 2, (¢c) Mapa cieplna dla krzywej Béziera 3, (d) Mapa cieplna dla krzywej

Béziera 4.

Wyniki przedstawione na rysunku 6.15 warto przedstawi¢ jeszcze w innej formie, jako wy-
kres procentowej liczby testowanych krzywych Béziera, dla ktorych btad aproksymacji jest
mniejszy od zadanego. Takie przedstawienie utatwia ocen¢ doktadnosci w aproksymacji funkcji

wejsciowe;.
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Rysunek 6.16: Procentowa liczba testowanych dla przyktadowych krzywych Béziera ktorych btad

aproksymacji jest mniejszy od zadanego.

Czerwong czcionkg na mapach cieplnych 6.15 zostaty oznaczone btedy aproksymacji w nor-
mie L? dla funkcji z rodziny €2y, a analiza tych przypadkoéw zostata przedstawiona w p. 6.4.1.1.

Najwigksze wartosci btedéw aproksymacji wystepuja dla krzywych w ktorych w przedziale
wejsciowym wystepuja duze warto$ci pierwszej pochodnej (C’(z) > 10%) Dla tak szybko zmie-
niajacych si¢ wartosci funkcji wejsciowej, aproksymacja wielomianami co najwyzej trzeciego
stopnia nie jest stanie dobrze nasladowa¢ funkcje wejsciowa C(x).

Z rysunku 6.16 mozna odczyta¢, za dla ponad 90% przypadkéw blad aproksymacii jest
mniejszy niz 0.1, a dzigki wcze$niejszej analizie 6.1 mozna wnioskowaé, ze najwigksza roz-
nica miedzy funkcja wejsciowg a wielomianami aproksymujacymi nie bedzie wigksza niz 0.05
($rednio nie wigksza niz 0.01).

Pouczajace jest przedstawienie funkcji wejsciowej C'(z) i jej wielomianéw aproksymuja-

cych we wspolnych wykresach, dla losowo wybranych przypadkow.
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(a) (b)

Rysunek 6.17: Przyktadowe krzywe Béziera (czerwona ciagta krzywa) oraz jej aproksymacja trzema
wielomianami aproksymujacymi (zaznaczona liniami przerywanymi). (a) Przykladowa krzywa

Béziera 1, (b) Przyktadowa krzywa Béziera 2.

Krzywa wejsciowq i jej aproksymacje trudno rozrdzni¢ na takim rysunku 6.17, dlatego do

lepszej analizy mozna pokaza¢ wykres (rysunek 6.18) roznicy migdzy C'(z) a jej wielomianami

aproksymuj acymi.
(a)
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Rysunek 6.18: Roznice migdzy przyktadowymi krzywymi Béziera oraz jej trzema wielomianami

aproksymujacymi. (a) Przyktadowa krzywa Béziera 1, (b) Przyktadowa krzywa Béziera 2.

Wykres 6.18 potwierdza powszechny fakt w aproksymacji przy uzyciu wielomianéw, iz

aproksymacja taka ma tendencje do oscylacji.

6.4.1.1 Analiza aproksymacji rodziny funkcji (2,

Funkcje rodziny €2, charakteryzujg si¢ tym, ze:
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* Funkcja wewngtrzna g ma ekstremum lokalne na granicach przedziatu [z, z1].
* Pochodna funkcji wewngtrznej g zeruje si¢ w przedziale = € [z, z1], ale nie nastepuje

zmiana znaku pochodne;.

Dla funkcji wejsciowej oznacza to, ze jej pochodna ma asymptoty pionowe w przedziale [z, x1].
Wejsciowa funkcja w sgsiedztwie asymptoty posiada nieskonczenie duze zmiany wartosci. Po-

kazane zostalo na przyktadach trajektorii (rysunek 6.19).

(@) (b)

(©) (d)

Rysunek 6.19: Wykresy funkcji wejsciowej C(x) dla brzegowych przypadkéw oraz ich aproksyma-
cie.(@)a=0Ab=0,0b)a=1Ab=0,(c)a=1Ab=1,(d)a=0Ab=1.

Wykresy wielomianéw aproksymujacych tylko w okolicy asymptoty pionowej pierwszej
pochodnej funkcji wejSciowej, widocznie rdznig si¢ od wykresu funkcji wejsciowej co przed-
stawiono na rysunku 6.19.

Takiego typu trajektorie (z rodziny funkcji €2,) bardzo rzadko wystepuja w praktycznych
zastosowaniach, gdyz tak duzych zmian warto$ci funkcji nie wykorzystuje si¢ czgsto w anima-
cjach. Ruch takiego obiektu bardzo szybko uciekalby z widocznego obszaru wirtualnej kamery,
dodatkowo ruch ten wyswietlany w skonczonej liczbie klatek generowanego obrazu tracilby

iluzje ptynnosci 1 sugerowalby, Ze taki obiekt porusza si¢ skokowo.

6.4.2 Testy dla bledow aproksymacji ze wzgledu na funkcj¢ zewnetrzng

Do analizy wykorzystano znormalizowang krzywa Béziera o punktach kontrolnych:
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1. Py=1(0,0), P, = (3,a), P, = (2,b), P; = (1, 1), gdzie wspolrzedne = punktow kontrol-

nych generujg funkcje¢ zewngtrzng rodziny .

2. B=(0,0),P, = (3,a), P, = (3,b), P3 = (1,1), gdzie wspotrzedne = punktéw kontrol-

nych generuja funkcje zewnetrzng rodziny .

3. B,=(0,0),P = (%, a), P, = (%, b), P3 = (1, 1), gdzie wspotrzedne z punktow kontrol-

nych generuja funkcj¢ zewnetrzng rodziny

4. Py =(0,0),P, = (0,a), P, = (1,b), P; = (1, 1), gdzie wspodtrzgdne = punktow kontrol-

nych generuja funkcj¢ zewnetrzng rodziny

Wykorzystano takie wartosci statej N = 3 oraz statej K = 20 przy podziale rownomiernym
wzdtuz krzywej wejsciowej C'(x).

Dodatkowe zmienne maja zakres: a € [—1,2] A b € [—1,2]. Taki zakres dla zmiennych
a, b utatwi przedstawienie analizy w postaci graficznej. Warto takze wspomnie¢, ze gdy war-
tosci zmiennych a oraz b, dla ktérych odpowiadajaca im funkcja zewnetrzna f ma w odcinku
(xo, x3) ekstrema lokalne, w praktyce sa rzadko wykorzystywane. Poniewaz prowadza do bu-
dowy krzywych typu EaseOutBack co z kolei powoduje, iz z jednej strony animatorowi, ktory
chciatby ich uzy¢, trudno jest oszacowac warto$¢ przestrzelenia (wynika to z faktu wspotrzedna
y punktow kontrolnych punktéw kontrolnych P; oraz P; nie przenosza si¢ w sposob liniowy na
warto$¢ przestrzelenia). Z drugiej strony samo przestrzelenie przewaznie jest zjawiskiem nie-

pozadanym w interpolacji animowanego parametru.
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100 D80 080 040 020 0,00 0,20 . X . | 120 140 160 180 2,00
0,0624072 0,0587723 0,0550152 0,0505474 0,0464763 0,0419802 0,0355292] 0,0317257 0,0410122 0,0521332 0,0641415 0,0712669
0,0548198 0,0527205 0,0503401 0,0464004 0,0421379 0,0380981 0,0335694 0,0392635 0,0510476 0,0500407 0,0641415
00470669 0,0457191 0.0432428 0,0412511 0,0378357 0,0337324 0.0206673 0,037982 00468325 0,0510476 0,0521332
0,0376518 0,0362585 0,0350797 0,0340446 0,0316747 0,0346153 0,037982 0,0392635 0,0410122

0,0521782 0,0495347 0,0471826 0,0451673 0,0435358 0,0423324 0,0388877
0,0615146 0,0595275 00578307 0,0564503 0,0554101 0,0500049 0,0423324 0,0308084 0,0337324 0,0380981 0,0419802

0,072152 0,0706664 0,0694476 0,0685007 0,0631221 0,0554101 0,0435358 0,0328763 0,0316747 0,0378357 0,0421379 0,0464763
0,0835052 0,0824885 0.0815565 0,0753302 0,0685097 0,0564503 0,0451673 0,0354108 0,0340446 0,0412511 0,0464004 0,0505474
0,0955552 0,0037595 0,0875564 0,0815565 0,0604476 0,0578307 0,0471826 0,0383196 0,0318500 0,0350797 0,0432428 0,0503401 0,0550152
0,1059658 0,0097736 0.0937535 0,0824885 0,0706664 0,0505275 0,0405347 0,041524 0,0352766 0,0311846 0,031463 0,0362585 0,0457191 0,0527205 0,0587723
0,1110908 0,1050658 0,0955552 0,0835052 0,072152 0,0615146 0,0521782 0,0449608 0,0387606 0,0340645 0,0350433 0,0376518 0,0470669 0,0548108 0,0624072

(®)

0,60 0,80 100 120 1.40 1,60 1.80 2,00
0,0359120 0,0417856 0.0468872 0,0519354 0,0572015 0,0626307 0,0671017
0,0335020 0,0388755 00438592 0,0490575 0,0544565 0,0500405 0,0626307
0,0307131 0,0358312 0,0409287 0,0462850 0,0509973 0,0544565 0,0572015

63 0,0381180 00429451 0,0462850 0,0430575 0,0519354
0,0348929 0,0381180 0.0409287 0,0438502 00468872
0,0209503 0,0328263 00358312 0,0388755 0,0417856

0,0307131 0,0335020 0.0359120

0,0535814 0,0490084 0,0435361 0,0385000 0,0334285,

0.1250000

Rysunek 6.20: Mapa cieplna btedéw aproksymacji we wzgledu na przypadki funkcji wewnetrznych.

(a) Mapa cieplna dla krzywej Béziera 1, (b) Mapa cieplna dla krzywej Béziera 2, (c) Mapa cieplna
dla krzywej Béziera 3, (d) Mapa cieplna dla krzywej Béziera 4.

Tak samo jak w testach funkcji wewngtrznej przedstawiony zostat takze wykres procentowy

na rysunku 6.21.
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krzywa Béziera 1

krzywa Béziera 2

krzywa Béziera 3 krzywa Béziera 4

Rysunek 6.21: Krzywe procentowego rozkladu bledow przedstawionych na mapach cieplnych 6.20.

Gdy pochodna odwrotnosci funkcji wewnetrznej (g(x)™!) w rozpatrywanym przedziale
r € [xg,x1] ma warto§ci mniejsze niz 1, wowczas funkcja zewngtrzna ma bardzo ograniczony
wplywy na wartos¢ btedu aproksymacji (w zakresie mozliwych wartosci wspotczynnikow pod-
danym testom).

Gdy opisana wczesniej pochodna ma wartosci |(g(z)™')'| > 2 dla z € [z, 2], wOwczas
funkcja zewngtrzna jest w stanie jeszcze bardziej] wzmocni¢ przyspieszenia zmiany parametru
1 tym samym utrudni¢ doktadng aproksymacj¢ wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia.
Dla takich przypadkéw testowana aproksymacja trzema wielomianami aproksymujacymi jest
niewystarczajaca (blad aproksymacji jest za duzy 1 aproksymowana trajektoria moze by¢ Zle

odbierana przez odbiorcg).

6.5 Rozszerzenie aproksymacji o wielomiany wyzszych stopni

Jak wspominano w rozdziale 4.6, prezentowang metode mozna wykorzysta¢ do aproksymacji
funkcji wejsciowej C'(x) przy uzyciu wielomiandw wyzszych stopni. Przebadano zatem, jak
wielomiany czwartego oraz pigtego stopnia wyptywaja na btad aproksymacji. Dla r6znej liczby
wykorzystanych wielomianéw w aproksymacji oraz stata K = 20 1 przy podziale réwnomier-
nym wzdtuz krzywej wejsciowej C'(x). Wyniki tych analiz przedstawione zostaty na rysunku
6.22.
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Rysunek 6.22: Wplyw stopnia wielomianéw aproksymujacych na btad aproksymacji. (a) jeden wie-
lomian aproksymujacy, (b) dwa wielomiany aproksymujace, (¢) trzy wielomiany aproksymujace, (d)

cztery wielomiany aproksymujace.

Aproksymacja przy uzyciu wielomianow wyzszych stopni niz trzeci powoduje szybsze zmniej-
szanie si¢ btedu aproksymacji w poréwnaniu do wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia. Wy-
nika to z faktu, ze wielomiany wyzszych stopni mogg oscylowa¢ wokot wejsciowej trajektorii
C(z) z wigksza ,,czestotliwoscia”, co pokazane jest na rysunku (6.23). Wielomiany wyzszych
stopni niz trzeci majg niezerowe pochodne wyzszych rzedow, podobnie funkcja wejsciowa w

wigkszos$ci jej mozliwych postaci, przez co lepiej moga aproksymowac funkcje przestepne.
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Rysunek 6.23: Oscylacje wiclomianéw wyzszych stopni wokot aproksymowanej funkcji. (a) oscy-
lacje przyktadowego wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia, (b) oscylacje przyktadowego wielo-
mianu co najwyzej czwartego stopnia, (¢) oscylacje przyktadowego wielomianu co najwyzej pigtego

stopnia.

Najmniejszy spadek btedu aproksymacji wystepuje przy uzyciu tylko jednego wielomianu
stopnia wyzszego niz 3, w poroOwnaniu do wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia. Zwigksze-
nie liczby wielomianéw wyzszych stopni, powoduje szybsze zmniejszenie btedu aproksymacji
(nawet o jeden rzad wielkosci). Dlatego, aby osiagna¢ btad akceptowalny, potrzebna jest mnie;j-
sza liczba wielomianow wyzszych stopni w poréwnaniu do wielomiandw co najwyzej trzeciego
stopnia. Kosztem zwigkszenia liczby rozkazow procesora typu FMA (z trzech dla wielomianie
trzeciego stopnia do pieciu dla wielomianu pigtego stopnia) podczas interpolacji wykorzysty-
wanych aplikacji (co zostanie zbadane w rozdziale 6.9) oraz zwigkszeniem zapotrzebowania

pamigciowego na zapis wspotczynnikow z czterech dla wielomianu trzeciego stopnia do sze-
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$ciu dla wielomianu pigtego stopnia. Ale to zwigkszenie pamigciowe moze by¢ skompensowane
przez fakt, iz w aproksymacji wykorzystana jest mniejsza liczba wielomianow (co zostanie zba-
dane w rozdziale 6.8).

Wspolczesne programy do animacji komputerowe;j, takie jak Blender, 3ds Max oraz Maya,
nie maja mozliwosci interpolowania parametréw w metodzie klatek kluczowych przy uzyciu
wielomianéw wyzszych stopni, poniewaz interpolacja krzywymi Béziera w znikomy sposob
wplywa na czas generowania pojedynczej klatki obrazu (np. filmu animowanego).

Silniki do produkcji gier wideo Unreal Engine 4 lub Unity takze nie majg tej mozliwosci, ale
zaadaptowanie tego sposobu w tym przypadku bytoby korzystne dla tych programow (z powodu
omawianego w pracy ptynacej korzys$ci minimalizacji problemow pamigciowo-wydajnosciowych

wobec stosowanych obecnych rozwigzan).

6.6 Porownanie wynikow prezentowanej metody z wynikami
interpolacji funkcjami sklejanymi

Analizujac prezentowang metode mozna doj$¢ do wniosku, ze metoda ta jest rozszerzeniem me-
tody interpolacji funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia. Tak samo jak w interpolacji funkcjami
sklejanymi trzeciego stopnia, danymi wejsciowymi sg wezty. Ale w odroznieniu od interpola-
cji funkcjami sklejanymi do jednoznacznego wyznaczenia wielomianéw nie potrzebne jest na-
rzucanie warunkéw na wezty wewnetrzne (np. zachowanie gtadkosci klasy C* oraz C?), jak i
réznego typu warunki brzegowe (opisanych w dodatku D).

Oczywiscie mozliwy jest dobor warunkow cigglosci w weztach opisanych w rozdziale 4.2,
ktore to warunki spowoduja, ze prezentowana metoda bedzie rownowazna z interpolacjg funk-
cjami sklejanymi trzeciego stopnia roznych typow.

Przeprowadzono analizg, jak warto§¢ btedu aproksymacji, uzyskana metodg prezentowg w
pracy z dwoma konfiguracjami warunkéw ciaglosci w weztach, odnosi si¢ do btedu aproksy-
macji w normie W12, obliczonego na podstawie wielomiandéw wygenerowanych przy uzyciu
interpolacji funkcjami sklejanymi (tez w dwdch wariantach).

Testy zostaly przeprowadzone na testowych krzywych dla r6znej liczby wielomianow aprok-

symujacych (warto zaznaczy¢, ze w tym przypadku zrezygnowano z metody sitowej).

1. Zacisnietej funkcji sklejanej trzeciego stopnia (ang. Clamped spline).
2. Naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia (ang. Natural spline).

3. Wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia z warunkami w weztach zgodne z konfigura-
cja IX. Ta konfiguracja zostata wybrana z mysla, aby warunki w wezlach wewngtrznych

byly takie same jak w interpolacji krzywymi sklejanymi trzeciego stopnia. Brak w tej
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konfiguracji dodatkowych warunkow w weztach zewngtrznych. Te dodatkowe réznego

rodzaju warunki powoduja liczne rodzaje interpolacji funkcjami sklejanymi.

4. Wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia z warunkami w weztach zgodne z konfigu-
racjg II. Ta konfiguracja zostata wybrana jako konieczne minimum warunkéw w prezen-

towanej pracy.

Wszystkie te testy podzielone zostaty na dwa typy rownomiernego podziatu przedziatu wej-

sciowego (tak samo jak to miato miejsce w testach z rozdziatu 6.2).

(a) (b)
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Rysunek 6.24: Blad aproksymacji testowych krzywych przy uzyciu funkcji sklejanych. (a) Zaci-

$nietej funkcji sklejanej trzeciego stopnia, (b) naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia.
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Rysunek 6.25: Btad aproksymacji testowych krzywych przy uzyciu wielomianu co najwyzej trze-
ciego stopnia. (a) Wielomian trzeciego stopnia z warunkiem IX, (b) wielomian trzeciego stopnia z

warunkiem II.

Wykresy na rysunku 6.25, wygladaja dosy¢ podobnie i dobra ocena poréwnawcza metody
funkcjami sklejanymi i metody prezentowanej w pracy jest utrudniona, zatem dodatkowo spraw-
dzono zostato jak wyglada stosunek btedu zacisnigtej funkcji sklejanej trzeciego stopnia do wie-

lomianow trzeciego stopnia z warunkami IX oraz II.
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Rysunek 6.26: Wykres stosunku btedu aproksymacji zacisnigtej funkcji sklejanej trzeciego stopnia
do wielomianu trzeciego stopnia. Warto$¢ 2 na wykresie oznacza to, ze metoda prezentowana w
pracy generuje dwukrotnie mniejszg warto$¢ bledu aproksymacji. (a) Zacis$nigta funkcja sklejana
trzeciego stopnia kontra wielomian trzeciego stopnia z warunkiem IX, (b) poréwnaniu zacisnieta

funkgcji sklejanej trzeciego stopnia z wielomianem trzeciego stopnia z warunkiem II.

Z wykresow 6.26 mozna wywnioskowac, ze dodanie wigkszej liczby stopni swobody w po-
szukiwaniu wspotczynnikow wielomiandéw aproksymujacych (co ma miejsce w metodzie pre-
zentowanej) powoduje, ze aproksymacja funkcji wejsciowej jest doktadniejsza, dla wigkszosci
przypadkow testowanych krzywych oraz liczby wielomianéw aproksymujacych.

Dodatkowe warunki zachowania ciaglo$ci, z konfiguracji IX, ograniczaja stopnie swobody
w poszukiwaniu wspotczynnikow wielomianéw aproksymujacych do dwoch. Nawet przy tak
ograniczonych stopniach swobody prezentowana metoda nie jest gorsza w interpolacji niz me-
toda funkcji sklejanych. Dla mniejszej liczby wielomianow aproksymujacych wyniki aproksy-
macji sa lepsze w niewielkim stopniu. Istnieja jednak krzywe (testowa krzywa 6 oraz 8), dla
ktorych aproksymacja prezentowang metoda prowadzi do btedu od 1.5 do 2 razy mniejszego.

Dla sugerowanej w pracy liczby warunkow ograniczajacych si¢ tylko do warunkow koniecz-
nych, blad aproksymacji wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia w poréwnaniu do funkcji
sklejanych trzeciego stopnia jest ponad dwa razy mniejszy (a w niektorych przypadkach nawet

o rzad wielkosci).

124



6.7 Posta¢ znormalizowana a blad aproksymacji

Elementem wartym przeanalizowania jest takze sprawdzenie, jak btad aproksymacji dowolne;j
krzywej Béziera metoda prezentowang w pracy zmienia si¢ w stosunku do bledu aproksymac;ji
krzywej poddanej normalizacji opisanej w 5.1.1. W tym celu sprawdzone zostana, na przykta-
dzie krzywych testowych 5.1.3, przeksztatcenia afiniczne wystepujace w animacji komputero-

wej, ktore krzywe Béziera przeksztatcaja do postaci znormalizowane;j:

1. Skalowanie krzywej Béziera wzdtuz osi X
Warto$¢ wspotrzednych x punktow kontrolnych testowych krzywych pomnozone zostaty
przez testowe warto$ci, co rownowazne jest wydtuzeniu (skréceniu) czasu trwania inter-

polacji krzywa Béziera.

2. Skalowanie krzywej Béziera wzdtuz osi Y
Warto$¢ wspotrzednych y punktow kontrolnych testowych krzywych pomnozone zostaty
przez testowe wartosci, co powoduje zwigkszenie wartosci parametru, ktory podawany

jest interpolacji.

3. Translacja krzywej Béziera wzdtuz osi X
Do wartosci wspolrzednych x punktow kontrolnych testowych krzywych dodane zostaty

testowe warto$ci. Wynikiem tej operacji jest przesunigcie w czasie danej interpolacji.

4. Translacja krzywej Béziera wzdtuz osi Y
Do warto$ci wspotrzednych y punktow kontrolnych testowych krzywych dodane zostaty
testowe wartosci. Wynikiem tej operacji jest przesuniecie w poczatkowej i koncowej war-

tosci parametru podawanemu animacji.
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—a— Funkcja 5 —+— Funkcja 10 —a— Funkcja 5 —+— Funkcja 10

Rysunek 6.27: Wykresy wptywu skalowania znormalizowanych krzywych Béziera na btad aprok-

symacyjny. (a) Skalowanie krzywej Béziera po osi X, (b) skalowanie krzywej Béziera po osi Y.

08 Y krzywej Béziera wplywa na wzor funkcji zewnetrznej (3.7) 1 przy liniowym skalowa-
niu wartosci parametrow btad aproksymacji rosnie liniowo w stosunku do postaci znormalizo-
wanej. W ogdélnym przypadku wartos¢ btedu moze przyja¢ dowolnie duzg wartos$¢, poniewaz
wartosci wspotrzednych y punktéw kontrolnych Fy oraz P; moga przyjmowa¢ dowolng war-
to$¢ (nie sg one niczym ograniczone). Ale wzgledny btad wzgledem wielkosci Psy — Pyy (czyli
r6éznica miedzy poczatkowa warto$cig parametru ktory poddawany jest animowaniu, a koncowa
jego wartoscig) procentowo jest taki sam jak dla postaci znormalizowanej krzywej Béziera. Gdy
interpolowane sg duze wartosci animowanych parametrow, warto$¢ btedu znormalizowanego
pokrywa si¢ z procentowym btgdem wejsciowych warto$ci.

0$ X krzywej Béziera wplywa na wzér funkcji wewnetrznej (3.7) i przy liniowym skalowa-
niu wartosci parametrow btad aproksymacji rosnie wyktadniczo, przy utamkowym wyktadniku,
w stosunku do postaci znormalizowanej. Skalowanie po wzdhuz X tez ma wptyw na blad, ale jej
wplyw jest duzo mniejszy niz w poprzednim przypadku ze wzgledu na charakter funkcji, ktora

roé$nie takze do nieskonczonosci, ale duzo wolnie;.
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Warto$¢ translacji krzwej Béziera po osi X

—e— Funkcja 1
—m— Funkcja 2 —e— Funkcja 7

Funkcja 6
Funkcja 3 Funkcja 8
—o— Funkcja 4 —+— Funkcja 9
—a— Funkcja 5 —¢— Funkcja 10

(a) (b)

o o
= [ [ [ =
o = ) o =

2 100% |- ‘ - 2
g g ’ ?‘f  — "\§I E g
3 / 25 10% 1
& g / &g
RS / o ¥ 105% [ —
A > | Ew
& g o / & 8 100% |- = CHE I -
5 < / 5 <
=8 / =32 950
5 & / 2 & B%[ B
LB / Lo
2% / 2% 90%| 1
$ B 60% |-/ | $ B
=] @) / g Q
2 O o 23
% I I I % I I I

—50 0 50 —50 0 50

Warto$¢ translacji krzwej Béziera po osi Y
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Rysunek 6.28: Wykresy wptywu translacji znormalizowanych krzywych Béziera na btad aproksy-

macyjny. (a) translacja krzywej Béziera po osi X, (b) translacja krzywej Béziera po osi Y.

Translacja wspotrzednych punktéw kontrolnych krzywej Béziera wzdhuz osi X powoduje

problemy z doktadnoscia obliczeniowg liczb zmiennoprzecinkowych podwojnej precyzji, uzy-
tych w implementacji prezentowanej metody. W zakresie = € (—40.0, 40.0) translacja nie ma
wplywu na blad aproksymac;ji.

Translacja wspoirzednych punktow kontrolnych krzywej Béziera po osi Y nie ma wplywu

wzrost bledu aproksymacji.

6.8 Testy pamigciowe

Teoretyczne zapotrzebowanie pamigciowe X dla réznego rodzaju interpolacji rozwazanych w
pracy opisujg wzory (6.1)-(6.4). Przyjeto nastepujace oznaczenia: D to Sredni czas migdzy klat-
kami kluczowymi, T to czas trwania animacji, K to liczba parametrow interpolowanych w ani-
macji, f to czestotliwo$¢ probkowania, S oznacza stopien wielomianu uzyty w interpolacji. To

miara zapotrzebowania na pamig¢¢

* Interpolacja krzywg Béziera trzeciego stopnia

T
X=|=|*x8xK 6.1
* Metoda probkowania krzywej Béziera
X=TxfxK (6.2)
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* Funkcja wejsciowa C'(x)

T T
X:{E—‘*K*8+({E—‘+l)*[( (6.3)

* Interpolacja wielomianowa stopnia S

X:%W*K*(SHH(%WH)*K (6.4)

Z wzorow (6.1)-(6.4) mozna wywnioskowa¢, ze zapis krzywych poddanych probkowaniu
nie jest zalezny od liczby klatek kluczowych uzytych w animacji, tylko od czestotliwo$ci prob-
kowania. Dodatkowo nie jest potrzebne zapisywanie czasow dla tych probek, tylko czas po-
czatku 1 konca animacji (pozostate czasy mozna wyznaczy¢ na podstawie czestotliwosci prob-
kowania i indeksu odtwarzanej probki).

Interpolowanie krzywym Béziera trzeciego stopnia, wielomianami stopnia S oraz funkcja
wejsciowa C'(x), dodatkowo potrzebne jest zapisywanie czasu animacji w ktorym dana krzywa
bedzie odtwarzana, albo te informacje sa zawarte bezposrednio w opisie interpolacji (jak ma
to miejsce dla krzywej Béziera trzeciego stopnia, gdzie wspotrzedne = punktow kontrolnych
PO oraz P3 zawieraja te informacje). Dla przypadku interpolacji wielomianami stopnia S oraz
funkcji wejsciowej C'(x) wartosci te trzeba zapisa¢ oddzielnie. Dodatkowo rozmiar potrzebny
do zapisu tych danych zalezny jest od Sredniego czasu trwania klatki kluczowe;j. Im wiecej klatek
kluczowych uzytych jest w animacji parametréw, tym wigksze jest zapotrzebowanie na pamigé
(ktore wzrasta liniowo).

Przeprowadzone zostaly testy syntetyczne, aby sprawdzié, ile miejsca w pamigci potrzeba
do zapisu jednej sekundy animacji sktadajacych si¢ z losowo wybranych krzywych Béziera, o
dhugosci trwania jednej sekundy (10 modeli x 60 kosci na modelu x 6 parametrow: pozycja
X,y,z W przestrzeni 3D, oraz trzy katy Eulera). Taka konfiguracja ko$ci oraz parametrow jest
wspolczesnie wykorzystywana powszechnie w wysokobudzetowych grach komputerowych do
reprezentacji oraz animacji postaci ludzkich np. w silniku Unreal Engine 4 [64].

W testach sprawdzono, jak sposoby zapisu funkcji interpolacyjnej wptywaja na liczbe da-

nych potrzebng do zapamietania. Pod uwage obrano nastepujace funkcje interpolujace:

* bezier - zapis punktow kontrolnych krzywej Béziera trzeciego stopnia.

* curve - zapis typu rodziny krzywej C(z) oraz wspotczynnikow dla tej rodziny funkcji,

oraz czasu podprzedzialow.

* poly3-001 - zapis czterech wspdtczynnikow wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia

oraz czasu podprzedziatdéw wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.0125.

* poly3-01 - zapis czterech wspotczynnikow wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia oraz

czasu podprzedzialdow wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.125.
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* poly4-001 - zapis pigciu wspotczynnikow wielomianu co najwyzej czwartego stopnia oraz

czasu podprzedzialow wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.0125.

* poly4-01 - zapis pigciu wspotczynnikoOw wielomianu co najwyzej czwartego stopnia oraz

czasu podprzedzialdow wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.125.

* poly5-001 - zapis szeSciu wspodtczynnikéw wielomianu co najwyzej piatego stopnia oraz

czasu podprzedzialow wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.0125.

* poly5-01 - zapis szesSciu wspdlczynnikow wielomianu co najwyzej pigtego stopnia oraz

czasu podprzedzialdow wyznaczonych z btgdem aproksymacji funkcji C'(z) 0.125.
* smp30 - zapis warto$ci z probkowanej funkcji C(x) w czestotliwosei 30Hz.

» smp60 - zapis wartosci z probkowanej funkcji C'(x) w czgstotliwosci 60Hz.

800 — —
600 — —
400 — -

200

| DDUI REIRIE R

T T T T T
bezier curve poly3-01 poly4-01 poly5-01 poly3-001 poly4-001 poly5-001 smp30 smp60

liczba KB potrzebnych do serializacji 60s animacji
]
]

|:| |:| $rednia dlugo$¢ jednej krzywej interpolacyjnej wynszaca 5s
D D $rednia dlugo$¢ jednej krzywej interpolacyjnej wynszaca 2s

D D $rednia dtugo$¢ jednej krzywej interpolacyjnej wynszaca 1s

I I $rednia dhugos¢ jednej krzywej interpolacyjnej wynszaca 0.5s

Rysunek 6.29: Wykres zapotrzebowania pamig¢ci na zapis 10s animacji sktadajacej si¢ z 360 para-

metrow.

Na rysunku 6.29 widoczne jest, ze probkowanie, ktore czesto jest wykorzystywane do zapisu
animacji generuje bardzo duzg liczbg danych 1 liczba tych danych jest niezalezna od dtugosci
krzywych interpolacyjnych z ktérych sktada si¢ animacja.

Metoda probkowania wymaga liczby danych ponad osiem razy wigcej, przy 60Hz, oraz
cztery razy wigcej przy 30Hz, od liczby danych potrzebnych do zapisu punktow kontrolnych
krzywej Béziera. Dlatego tez bardzo czesto stosuje si¢ roznego typu optymalizacje opisane w
dodatku E.
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Wielomiany aproksymujace trzeciego, czwartego i piatego stopnia zajmujg tylko okoto 2
razy wigcej miejsca. | aproksymacja wielomianami wyzszych stopni, mimo Ze przy mniejszej
liczbie wielomiandéw aproksymujacych uzyskiwata warto$¢ btgdu mniejsza niz ustalona w tescie
0.0125, nie powoduje, ze liczba danych potrzebnych do zapisu wspotczynnikow jest mniejsza
niz liczba danych potrzebnych do zapisania wielomianu trzeciego stopnia.

Zwigkszenie doktadnosci aproksymacji metoda prezentowana w pracy powoduje zwieksze-
nie liczby wielomiandéw koniecznych do aproksymacji co wiaze si¢ ze zwigkszeniem danych
potrzebnych do zapisu animacji. W testowanym przepadku aproksymacja wielomianami do-
ktadnosci 0.0125 jest od 20% do 80% wicksza od aproksymacji o doktadnosci 0.125.

Zapis funkcji C'(z) potrzebuje tylko okoto 30% wigcej miejsca, aby zapisa¢ krzywa Béziera
w parametryzacji (3.3).

6.9 Testy wydajnosciowe

Testy wydajno$ciowe przeprowadzone zostaty na jedenascie roznych sposobow wyznaczenia
warto$ci funkcji interpolacyjne;j:
* curve - interpolacja funkcji C'(z).
* poly3-01 - interpolacja wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia wyznaczona z btgdem
aproksymacji funkcji C'(x) 0.125.
* poly3-001 - interpolacja wielomianu co najwyzej trzeciego stopnia wyznaczona z bledem
aproksymacji funkcji C'(z) 0.0125.
* poly4-01 - interpolacja wielomianu co najwyzej czwartego stopnia wyznaczona z biedem
aproksymacji funkcji C'(z) 0.125.
* poly4-001 - interpolacja wielomianu co najwyzej czwartego stopnia wyznaczona z bledem
aproksymacji funkcji C'(x) 0.0125.
* poly5-01 - interpolacja wielomianu co najwyzej pigtego stopnia wyznaczona z btgdem
aproksymacji funkcji C'(x) 0.125.

poly5-001 - interpolacja wielomianu co najwyzej pigtego stopnia wyznaczona z btedem
aproksymacji funkcji C'(z) 0.0125.

» smp30 - interpolacja liniowa danych prébkowanych z czgstotliwoscig 30Hz.
* smp60 - interpolacja liniowa danych prébkowanych z czgstotliwoscig 60Hz.
* bezieri - interpolacja wykorzystujaca algorytm wykorzystywany w programie Blender.

* beziera - interpolacja wykorzystujaca algorytm numeryczny(znajdywania miejsca zero-

wego metodg Newtona-Raphsona [6]) przedstawiony w [48].

130



W tym celu przeprowadzono test, ktérego celem jest analizowanie czasu potrzebnego na in-
terpolacje dziesieciosekundowej animacji trzystu szes¢dziesieciu parametréw. Przeprowadzone
zostaly testy odtwarzane w czasie jednej klatki rownej ot = %s. Warto$¢ ta jest powszechnie

stosowana w grach komputerowych, gdyz jest rdwna wartosci czasu od$wiezania wiekszosci

L
144

tliwo$¢ maja monitory wyzszej klasy, oraz czestotliwosci wyzsze niz 60Hz stosowane sg w

monitorow oraz telewizorow. Testy przeprowadzone zostaly takze dla 6t = s, t¢ czesto-

okularach wirtualnej rzeczywistosci (ang. Virtual Reality).

80 |- —

czas liczony w ms
'S
o
[
|

20 | .

T T T T T T T T
curve poly3-01 poly4-01 poly5-01 smp30 smp60 bezieri beziera

typ interpolacji parametréw

|:| |:| czas potrzebny do interpolowania parametorw w czgstotliwosci 60Hz

D D czas potrzebny do interpolowania parametorw w czgstotliwosci 144Hz

Rysunek 6.30: Wykres czasu interpolowania 10s animacji sktadajacej si¢ z 360 parametrow w za-

danych czgstotliwo$ciach odtwarzania testowanych typow interpolacji.

1.5 — 7 —

czas liczony w ms

an'nn B mi

T l l l T l l l
poly3-01 poly3-001 poly4-01 poly4-001 poly5-01 poly5-001 smp30 smp60

typ interpolacji parametréw

|:| |:| czas potrzebny do interpolowania parametorw w czgstotliwosci 60Hz

D D czas potrzebny do interpolowania parametorw w czgstotliwosci 144Hz

Rysunek 6.31: Wykres czasu interpolowania 10s animacji sktadajacej si¢ z 360 parametrow w za-

danych czgstotliwosciach odtwarzania wybranych typow interpolacji.

Rysunek 6.31 przedstawia wycinek testowanych interpolacji z rysunku 6.30, aby w ten spo-

sob lepiej uwidoczni¢ ich wydajnos¢.
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Prezentowana w pracy metoda wydajnosciowo porownywalna jest do metody probkowania.
Metoda probkowania (z czestotliwoscig 60Hz) jest szybsza w czasie odtwarzania animacji z cz¢-
stotliwo$cig 60Hz, poniewaz ta czestotliwos¢ jest rowna czgstotliwosci probkowania, przez co
interpolacja nie jest konieczna w ogoéle (dane interpolacji pobierane sg bezposrednio z tablicy).

Natomiast, gdy czestotliwo$¢ odtwarzania nie jest wielokrotnoscia czestotliwosciowa prob-
kowania, wyznaczenie warto$ci interpolacji wymaga dodatkowej liniowej interpolacji miedzy
probkami, co powoduje ponad czterokrotny wzrost czasu potrzebnego do uzyskania wartosci
parametru w zadanym czasie.

Czestotliwos¢ odtwarzania nie wplywa negatywnie na metody interpolacyjne. Interpolacja
wielomianami trzeciego stopnia przebiega wolniej przy czestotliwosci 60Hz o okoto 80% w
porownaniu z metodami probkowania, w 144Hz jest od nich o 25% szybsza.

Na rysunku 6.30 widoczne jest, Ze czas potrzebny na interpolowanie metodami curve (czyli
wyznaczanie warto$ci bezposrednio z funkcji C'(x)) oraz metody stosowane w aplikacjach, ta-
kich jak Blender, jest minimum rzad wielkosci wigkszy niz interpolacja wielomianami lub tez
metody probkowania. Dlatego tez uzycie tych metod w aplikacjach czasu rzeczywistego powo-
duje duzy narzut obliczeniowy i mozliwe jest jej stosowanie, gdy liczba parametrow uzywanych

w aplikacji jest niewielka (wyznaczana dla konkretnego przypadku aplikacji).
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Rozdzial 7

Podsumowanie

Niniejsza praca obejmuje zagadnienia zwigzane z opisem trajektorii ruchu w animacji kom-
puterowej. Rozpatrywany problem dotyczy nowego sposobu interpolacji parametrow w meto-
dzie klatek kluczowych dla aplikacji czasu rzeczywistego. Do interpolacji zastosowana zostaty
krzywe Béziera trzeciego stopnia. W rozdziale 2 zostat przedstawiony cel oraz zostata sformuto-
wana teza pracy. Przedstawiono takze zadania potrzebne do osiggnigcia celu — zadania, ktorych
realizacja jest potrzebna do wykazania slusznosci postawionej tezy. Wszystkie zaplanowane
zadania zostaly pomyslnie zrealizowane.

Krzywe Béziera trzeciego stopnia sg bardzo czgsto wykorzystywane w grafice kompute-
rowej oraz animacji. Parametryzacja, w jakiej taka krzywa jest najczesciej przedstawiana, nie
daje mozliwosci efektywnego wykorzystania jej jako funkcji interpolujacej w metodzie kla-
tek kluczowych aplikacjach czasu rzeczywistego. Najczes$ciej prezentowana parametryzacja tej
krzywej nie jest funkcja czasu, co jest potrzebne do wyznaczania animowanych parametrow
pomigdzy klatkami kluczowymi. Algorytmy stosowane w grafice komputerowej wykorzystuja
obliczeniowo kosztowny, dwuetapowy algorytm, ktoéry pozwala wyznaczy¢ warto$¢ funkcji in-
terpolujacej (lub jej numeryczne przyblizenie).

Problem ten mozna rozwigza¢ za pomocg zmiany parametryzacji. Takie rozwigzanie zo-
stalo zaproponowane w pracy. Jednoczesnie, aby zapewni¢ mozliwos¢ wykorzystania funkcji
interpolacyjnej w metodzie klatek kluczowych, musi by¢ spetniony warunek, aby krzywa in-
terpolujaca nie zawiera tukow albo petli. Analiza tego warunku wykazata konieczno$¢ wpro-
wadzenia ograniczen na punkty kontrolne krzywej Béziera trzeciego stopnia. Umiejscowienie
punktow kontrolnych w ogoélnosci moze prowadzi¢ do powstawania lukéw lub petli. W inter-
pretacji krzywej Béziera jako krzywej interpolacyjnej skutkowatoby to koniecznoscig lokalnego
,cofanie czasu” podczas animowania parametrow. Funkcja interpolujaca musi by¢ funkcja Sci-
$le rosngcag lub ewentualnie niemalejaca przy zachowaniu tylko jednego punktu stacjonarnego w
przedziale interpolacji. Zadanie odpowiednich warunkéw na punkty kontrolne krzywej Béziera

gwarantuje, ze funkcja interpolujaca bedzie funkcja niemalejaca.
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Warunki cigglosci zostaty podzielone na dwie grupy. W pierwszej znalazty si¢ warunki ko-
nieczne, ktdre sa niezbedne dla zachowania ciggtosci klasy C°. Zaréwno w weztach wewnetrz-
nych, jak i w wezlach zewnetrznych. Zachowanie cigglosci klasy C? jest niezbedne takze z czy-
sto praktycznego powodu. Pozwala zapewni¢ mozliwo$¢ zapisu zbioru uzyskanych wielomia-
néw aproksymacyjnych w plikach wymiany danych wspoétczesnych programéw graficznych.
Pozwoli to na odtwarzanie animacji (z wykorzystaniem zaproponowanej metody) w progra-
mach graficznych bez koniecznosci dokonywania dodatkowej modyfikac;ji.

W drugiej grupie znalazty si¢ warunki opcjonalne. Zaproponowana metoda jest na tyle ela-
styczna, ze pozwala uzytkownikowi okresli¢ wybrane wlasciwosci trajektorii ruchu definiu-
jac dodatkowe, opcjonalne warunki ciggltosci wielomiandow w weztach wewnetrznych oraz ze-
wngtrznych.

Jednym z trudniejszych problemow, przed jakimi stanat autor, byta minimalizacja pozwa-
lajagca wyznaczy¢ jednoznacznie brakujace wspotczynniki wielomiandw trzeciego stopnia dla
aproksymacji krzywej Béziera. Aby rozwigzac to zadanie, konieczny byt wybor odpowiednie;j
metryki, w ktorej istnieje ekstremala dla zadanego problemu optymalizacji. Przy czym poszu-
kiwana byla metryka, w ktdrej mozliwe bytoby wyznaczenie ekstremali bez zlozonych metod
obliczeniowych lub zaawansowanych metod numerycznych.

Teoretycznie najlepsza normg dla rozpatrywanego zadania wydaje si¢ by¢ norma supremum.
Zbiezno$¢ w normie supremum (zbiezno$¢ jednostajna) implikuje zbieznos¢ punktowa. Mini-
malizacja normy supremum dalaby najlepsza miar¢ poprawnos$ci aproksymacji w rozpatrywa-
nym problemie opisu ruchu w animacji. Najlepsza miara w tym przypadku oznaczataby najla-
twiejszy sposob interpretacji obliczonej wielkosci bedacej doktadnosciag aproksymacji. Wartosé
ta, w tym przypadku warto$§¢ normy supremum, wyraza najwicksza bezwzgledng réznice mie-
dzy trajektoriami. W przeciwienstwie do norm catkowych, doktadno$¢ w tej normie zwigzana
jest z percepcja ruchu — co jest decydujacym czynnikiem wptywajacym na odbiér animacji przez
widza. Niestety wyznaczenie najlepszej aproksymacji w sensie normy supremum bytoby zada-
niem trudnym. Wymagatoby obliczenia bezwzglednej rdznicy pomiedzy wartosciami funkcji w
kazdym punkcie przedziatu ich okreslonosci. W rozpatrywanych w pracy przypadkach, mogloby
to prowadzi¢ do rownan nierozwigzywalnych metodami algebraicznymi. Z kolei zastosowanie
metod przyblizonych wigzatoby si¢ z utratg kontroli nad rzeczywistym btedem aproksymacji
lub wydtuzeniem obliczen poza mozliwos$ci realizacji w czasie rzeczywistym.

Aby rozwigza¢ problemy metryki, zaproponowano wykorzystanie przestrzeni Sobolewa.
Norma w przestrzeni Sobolewa dostarcza gornego oszacowania normy supremum. Norm¢ So-
bolewa w przestrzeni W12 wykorzystano do wyznaczenia minimalizatora aproksymacji funkcji
wejsciowej C'(x), poniewaz daje ona mozliwo$¢ oszacowania bedu aproksymacji liczonego w
supremum. Przy czym w zaproponowanym w pracy rozwigzaniu norma W12 jest stosowana

tylko i wytacznie do funkcji, dla ktérych mozliwe jest wyznaczenie calek w caltym przedziale
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wejsciowym. Dla pozostalych funkcji jest stosowana norma L2.

Zaproponowano metode jednoznacznego wyznaczenia wspotczynnikéw wielomianow ba-
zujaca na metodzie mnoznikow Lagrange’a. Poniewaz zastosowanie tylko warunkéw koniecz-
nych oraz opcjonalnych (w wigkszo$ci przypadkéw kombinacji) nie daje mozliwosci jedno-
znacznego wyznaczenia wspotczynnikow wielomiandw aproksymujacych, wykorzystano eks-
tremum funkcji minimalizujacej (dla przypadkow funkcji brzegowych), lezace na powierzchni
opisanej przez warunki konieczne i opcjonalne. Problem taki jest znany w teorii optymalizacji
jako problem wyznaczenia ekstremum warunkowego funkcji rozniczkowalnej. Metoda mnoz-
nikow Lagrange’a jest jedng z podstawowych metod rozwigzania tego problemu.

Zaproponowana metoda wykorzystujaca nowa parametryzacj¢ krzywej Béziera trzeciego
stopnia spetnia zatozenia funkcjonalne rozwazane w celu pracy. Jednoczesnie wykorzystanie
minimalizacji funkcji opartej na mierze w przestrzeni Sobolewa pozwala wyznaczy¢ szukane
wspotczynniki zgodnie z przyjetymi zatozeniami. Aby sprawdzié¢ poprawnos¢ uzyskanych efek-
tow interpolacji zostala przeprowadzona analiza rozwigzania. Praktycznie nie jest mozliwa ana-
liza wszystkich mozliwych przypadkéw, ani ich klasyfikacja pozwalajaca odrzuci¢ (lub potwier-
dzi¢ poprawnosc¢) czesci z nich. Wyznaczono wigc posta¢ znormalizowang krzywej Béziera trze-
ciego stopnia, ulatwiajaca analize i przeprowadzenie testow zaproponowanej metody. Jednak
zadna prosta miara matematyczna nie pozwala oceni¢ btedow aproksymacji trajektorii ruchu w
animacji bez uwzglednienia percepcji cztowieka. To widz decyduje o akceptacji ogladane;j se-
kwencji ruchu. Zaproponowano szereg testow, aby mozliwa byla wizualna ocena jakosci aprok-
symacji. Analiza ta pokazala, ze istnieje blad graniczny aproksymacji akceptowalny wizualnie.
Jednak, aby mozna byto oszacowac jego wartos$¢, potrzebne sg szerokie statystyczne badania
percepcyjne znacznie wykraczajace poza zakres niniejszej pracy. Warto natomiast podkresli¢
mozliwo$¢ efektywnej kontroli tego btedu w zaproponowanym rozwigzaniu. Poniewaz zbiez-
nos$¢ ciggu funkcyjnego w normie Sobolewa W12 na odcinku (a, b) implikuje zbiezno$¢ jedno-
stajng, wiec blad aproksymacji mierzony w normie Sobolewa ogranicza z gory blad aproksyma-
¢cji w normie supremum z doktadnoscig do stalej |a — b|. A zatem zadajac z gory odpowiednia
wielko$¢ btedu w normie Sobolewa, mozna uzyskaé¢ pozadang wielko$¢ btedu w normie supre-
mum. Dokonujac dostatecznie drobnego podziatu odcinka (a, b), mozna uzyska¢ odpowiednio
matg warto$¢ bledu w normie supremum, aby zapewni¢ poprawnos¢ percepceyjng 1 akceptacje
widza.

Wykorzystujac posta¢ znormalizowang krzywej Béziera, zaprojektowano zestaw testow. Zo-
stalo wygenerowanych ponad 7 mln przypadkéw obejmujacych petny zakres zmiennosci para-
metréw znormalizowanej krzywej do lepszego gornego oszacowania btedu w normie Sobolewa
wzgledem normy supremum. Analiza wskazala ze btagd w normie Sobolewa jest w najgorszym
przypadku tylko dwukrotnie wiekszy niz btad w normie supremum, a w najlepszym dwudzie-

stokrotnie wigkszy.
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Analizy wykazaly, ze podczas zwigkszania liczby uzytych wielomianéw do aproksymacji
btad ten maleje co powoduje, ze aproksymacja staje si¢ dokladniejsza. Metoda brutalnej sity
pozwala wyznaczy¢ przedzialy o niejednakowych dlugosciach, w ktorych aproksymacja jest
doktadniejsza niz rownomierny podzial wejsciowego przedziatu wykorzystujac t¢ sama liczbe
wielomianéw aproksymujacych. Podziat wzdhuz krzywej wejsciowej pozwala uzyskiwac lepsza
aproksymacje w poréwnaniu z podziatem zmiennej czasowej x.

Proponowana metoda dla aproksymacji wykorzystujacej tylko trzy wielomiany, dla ponad
80% testowanych przypadkdéw znormalizowanej krzywej Béziera generowata btad aproksyma-
cji ponizej 0.1. Proponowana metod¢ w poroéwnaniu z interpolacja funkcjami sklejanymi (przy
tych samej liczbie uzytych wielomianow), generowala btad aproksymacji wielokrotnie mniejszy
(od dwoéch do nawet dwudziestu razy mniejszy).

W testach pamigciowych proponowanej metody zapotrzebowanie na pami¢¢ byto okoto dwa
razy wigksze w porownaniu do zapisu krzywej Béziera trzeciego stopnia, a byto w najgorszym
przypadku dwa razy lepsze niz w bardzo popularnej metodzie probkowania.

W testach wydajnosciowych proponowana metoda uzyskiwata duzo lepsze wyniki niz me-
tody obecnie stosowane (dwuetapowy algorytm do wyznaczenia interpolowanej wartosci dla
krzywej Béziera lub jej aproksymacji). Gdy czgstotliwos¢ probkowania zgodna jest z czestotli-
woscig odtwarzania, prezentowana metoda jest tylko okoto 2 razy gorsza niz metoda probkowa-
nia, natomiast gdy czestotliwos¢ odtwarzania nie pokrywa si¢ z czestotliwoscig probkowania,
proponowana metoda jest juz lepsza niz metoda probkowania.

Do najwazniejszych osiaggni¢¢ autora mozna zaliczy¢:

* Wyznaczenie krzywej Béziera trzeciego stopnia w parametryzacji umozliwiajacej aprok-
symacje w ustalonej metryce funkcji ciggtych. Dla problemu opisu ruchu w animacji po-
szukiwana parametryzacja opisana jest w postaci funkcji zaleznej od czasu. Zapropono-
wane rozwigzanie sktada si¢ z sze$ciu rodzin funkcji, a o ich koncowej postaci decyduja

warto$ci wspotczynnikow funkcji wewnetrznej g.

* Dobdr odpowiedniej metryki dla rozpatrywanych warunkéw zadania. W metodzie przed-
stawionej w pracy zostata wykorzystana odpowiednia norma przestrzeni Sobolowa, ktora
jest gérnym oszacowaniem normy supremum. Norma ta implikuje zardowno zbieznos¢
jednostajng jak 1 zbiezno$¢ punktowa.

* Wyznaczenie jednoznacznego przyblizenia funkcji wejsciowej przy uzyciu wielomianow
trzeciego stopnia, za pomocg minimalizacji funkcji opartej na normie w przestrzeni Sobo-

lewa W12, Pozwolito to wyznaczy¢ jednoznacznie szukane wspétczynniki, bez koniecz-

nosci konstrukeji odpowiedniej liczby warunkow dla weziow interpolacyjnych.

Zaproponowane rozwigzanie spetnia wszystkie zatozenia pracy, jednoczes$nie przeprowa-

dzone testy potwierdzily poprawnos¢ uzyskanych rozwigzan. Tym samym nalezy stwierdzi¢, ze
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cel pracy zostal osiaggnigty. W pracy zaproponowano metode wyznaczenia krzywej aproksyma-
cyjnej w odpowiedniej parametryzacji z wykorzystaniem przestrzeni Sobolewa 1 normy supre-
mum. W wyniku przeprowadzonych badan potwierdzono, ze mozliwe jest znalezienie funkcji
sklejanej trzeciego stopnia, opisanej przez niewiele kawatkow wielomianowych, przyblizajace;
wspomniang wyzej funkcje przestepng z dobrg doktadnoscia w ustalonej metryce i da si¢ to
zrobi¢ metodami algebry.

Problem efektywnego opisu trajektorii ruchu w animacji jest nadal problemem otwartym.
Wyznaczenie granicznych warto$ci bledéw aproksymacji, dla ktorych wielomiany aproksymu-
jace beda akceptowalne dla obserwatora, okazalo si¢ najtrudniejszym problemem. Jednak wy-
kracza on poza zakres zagadnien analizowanych w pracy i wymaga niezaleznych badan. Jest on
jednym z tych problemoéw, ktore stanowig naturalng kontynuacje badan opisanych w niniejszej
pracy. Z drugiej strony mimo, rozwoju sprz¢tu informatycznego nadal realizacja animacji w
czasie rzeczywistym, z zachowaniem odpowiedniej jakosci percepcyjnej, jest zadaniem bardzo
trudnym. Brak jest szerokich badan nad percepcja zjawisk dynamicznych, ktére pozwolityby
wypracowac proste techniki oceny proponowanych rozwigzan. Zdaniem autora tematyka pod-

jeta w niniejszej pracy jest warta kontynuacji i powinna by¢ rozwijana.
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Dodatek A

Historia animacii

A.1 Historia animacji klasycznej

Animacja jest jednym z najwazniejszych elementéw kultury popularnej na swiecie. Widzimy
ja niemal na kazdym kroku. Pojawia si¢ juz nie tylko w kinach i w telewizji, ale réwniez w in-
ternecie, reklamach, na elektronicznych wyswietlaczach rozmieszczonych w naszych miastach,
a nawet na ekranach urzadzen, z ktérych korzystamy na co dzien. Zaledwie kilka lat po upo-
wszechnieniu telefonow komoérkowych na niektorych ekranach, wtedy bardzo prostych modeli,
pojawiaty si¢ animacje powitalne i pozegnalne. Animacja otacza nas z kazdej niemal strony i
stala si¢ tak powszechna, ze czgsto si¢ nad nig juz nie zastanawiamy. Nie zawsze jednak towa-
rzyszyta nam tak, jak to ma miejsce wspotczesnie.

W naturze ludzkiej od wiekéw pozostaje che¢ ozywienia tego co nicozywione, kreowania i
tworzenia polaczonego z fascynacja otaczajacym $wiatem, jego zmiennoscig i ruchliwg natura.

Juz w grotach, tysigce lat przed naszg era, nasi przodkowie malowali zwierze¢ta probujac od-
tworzy¢ ich aktywnos$¢. Na $cianach jaskin powstawaty serie rysunkéw majgce odzwierciedlaé
kolejne fazy polowania, co, przez niektérych badaczy, porownywane jest do techniki uzywane;j
w kinematografii - do wy$wietlania kolejnych klatek filmu. Trudno jest jednak uzna¢ te prehisto-
ryczne malowidla za zalgzek animacji. Dobrze pokazujg one jednak odwieczna, lezaca gleboko
w naturze cztowieka, fascynacje ruchem i che¢ jego odwzorowania w artystycznej formie.

Pierwsze urzadzenia optyczne, ktore pozwalaly uzyskac iluzj¢ ruchu, powstaly w XV wieku.
Od tego czasu z mniejszym lub wigkszym powodzeniem uczeni tworzyli lub ulepszali kolejne
wynalazki czgsto bazujace na przyrzadach optycznych takich jak camera obscura. W potowie
XVII wieku jezuita Athanasius Kircher zbudowat i opisal w ,,Ars Magna Lucis et Umbrae”
urzadzenie, ktore nazwatl laterna magica (z tac. latarnia magiczna). Byt to bardzo prosty pro-
jektor rzutujacy obraz ze szklanych, r¢cznie malowanych przezroczy. O ile pierwotnie urzadze-
nie to miato, wedlug zatozen autora, demistyfikowa¢ zabobony 1 pomoc w walce z iluzjami, o

tyle szybko stato si¢ zabawka stuzaca wtasnie do przeprowadzania réznorakich seanséw spi-
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rytystycznych. Zwlaszcza w pdzniejszych czasach - w XVIII i XIX wieku popularne staty si¢
pokazy podczas ktorych zabawiano si¢ w wywolywanie duchow. Seanse te, zwane ,,Fantasma-
goriami”, przesycone byly nastrojem grozy, a do budowania ekscytujacej atmosfery uzywano
czasem nawet kilku latarni magicznych oraz soczewek, kukietek i roznych efektéw optycznych
i dzwigkowych.

W latach 30 XIX wieku powstaty pierwsze urzadzenia optyczne wykorzystujace wtasciwo-
$ci percepcji dla stworzenia iluzji ruchu. Takim urzadzeniem byl Phenakistiscope (Fenakisti-
skop) — urzadzenie sktadajace si¢ z drazka i umieszczonej na nim okragtej tarczy, z rysunkami,
przedstawiajacymi kolejne etapy ruchu. Obrazki przedzielone byty niewielkimi otworami, a od-
biorca musiat wprawi¢ tarcze w ruch stojac przed lustrem i trzymajac zadrukowang strone w
kierunku jego tafli. Kiedy widz patrzylt przez otwory w tarczy zmieniajace si¢ obrazki stwarzaty
zhudzenie optyczne zlewajac si¢ ze sobg i tworzac pozory ptynnego ruchu postaci.

W kolejnych latach do tego urzadzenia wprowadzano udoskonalenia — w 1834 William Geo-
rge Horner uniezaleznil urzadzenie od lustra, tworzac tzw. zoetrop. To urzadzenie wykorzysty-
walo juz efekt stroboskopowy. Co ciekawe efekt ten zostal odkryty 1 opisany zaledwie dwa lata
weczesniej przez belgijskiego fizyka Josepha Plateau - autora fenakistiskopu.

Kilka lat p6zniej, w 1853 Franz von Uchatius umozliwit ogladanie obrazéw z fenakistiskopu
wiekszej liczbie osob, dzigki wyswietlaniu ich na ekranie poprzez polaczenie fenakistiskopu z
latarnig magiczna.

Wszystkie te urzadzenia bazowaty jednak jedynie na iluzjach optycznych i wlasciwos$ciach
ludzkiego oka oraz percepcji.

W 1877 dzigki francuskiemu wynalazcy Emilowi Reynaud powstato pierwsze urzadzenie
do pokazow kinematograficznych. Powszechnie uwaza si¢ je za zwiastun wspotczesnej techniki
filmowe;.

Praksinoskop (lub praksynoskop) — to urzadzenie pierwotnie sktadajace si¢ z lustra i rysun-
kéw umieszczonych na obrotowej, okragtej, wymiennej podstawie. Urzadzenie byto niewielkie,
umozliwiato ogladanie jedynie krotkich, powtarzajacych si¢ sekwencji obrazkoéw, na przyktad
galopujacego konia. Na poczatku sprzedawane byto jako zabawka, wkrotce jednak wynalazca
udoskonalit je 1 powigkszyt o system soczewek i obrotowy beben, w ktorym umiescit perforo-
wang tasme zapetniong recznie malowanymi obrazkami. Wszystko to umozliwito wys$wietlenie
ruchomego obrazu na odpowiednio przygotowanym ekranie. Z czasem autor udoskonalat swoj
wynalazek, migdzy innymi powigkszajac beben, na ktorym umieszczat coraz bardziej rozbudo-
wane i coraz dluzsze historie, ktére sam wtasnorgcznie, rysowal. W ten sposob Emil Reynaud
zapisal si¢ w historii jako nie tylko wynalazca, ale rowniez pierwszy animator. W 1889 roku
opatentowat swoj wynalazek i1 nadal mu nazwe: ,,teatr optyczny”. Juz 3 lata pdzniej podpisat
pigcioletni kontrakt na projekcje swoich filméw w Musee Grevin - muzeum osobliwosci i figur

woskowych. Pierwsze pokazy obejmowaty trzy filmy, sktadajace si¢ z od 300 do 700 obrazkow,
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ktére w sumie tworzyly okoto 30 minutowy seans. Bilety na te przedstawienia nie byly drogie a
seanse reklamowano jako pantomimy $wietlne, iluzje rzeczywistosci, cud optyki 1 automatyki i
cieszyty si¢ one duzym zainteresowaniem publicznos$ci.

Podczas seanséw wykonywano na zywo muzyke i dialogi, co rowniez uatrakcyjnialo po-
kazy. Wkrotce jednak okazalo sie, ze tasmy z rysunkami szybko si¢ niszcza, a publicznosé
zadna jest nowych historii. Produkcja nowych obrazkéw byta jednak bardzo czasochtonna, i to
pomimo zastosowania metody daleko wyprzedzajacej swoje czasy - wyswietlania statycznego
tta i malowania jedynie elementéw ruchomych w akcji.

Zanim Reynaud powrdcit z nowymi historiami, publiczno$¢ zdazyta juz pokocha¢ kolejny
wynalazek, czesciowo bazujacy na pomystach samego wynalazcy, jednakze zaprezentowany
przez Thomasa Edisona - kinetoskop. Bylo to urzadzenie nieco przypominajace fotoplastikon.

Jak mozna przeczyta¢ w Encyklopedii PWN:

Miat postac skrzyni z okularem i stuzyt do indywidualnego oglgdania na malutkim ekranie
krotkich scenek filmowych, zarejestrowanych na przesuwanej ruchem cigglym tasmie film.
sklejonej koncami (jeden cykl projekcyjny trwal ok. 17 s), oswietlanej w stalych odstegpach
czasu krotkimi impulsami swietlnymi — dawato to efekt ,,zatrzymania” na chwilg tasmy,

powstawato dzieki temu ztudzenie ruchu, byto jednak nie tak doskonate, jak w pozniejszym

kinematografie, kinetoskop stanowit 1892—95 wielkq atrakcje w USA i Europie.

W tym samym czasie nad nastgpnym przetomowym wynalazkiem pracowali bracia Lumiére.
Kinematograf opatentowany zostat na poczatku 1895 roku 1 okazat si¢ wynalazkiem przetomo-
wym w historii ludzkos$ci. Umozliwiat on zaréwno rejestracje, jak i projekcje na ekranie, ru-
chomych obrazow dla duzej grupy widzoéw. W przeciwienstwie do wynalazku Reynaud, ktory
umozliwial wys$wietlanie okolo 6-8 obrazkéw na sekunde, kinematograf dziatat z predkoscia
znacznie bardziej komfortowa dla ludzkiego oka 16 klatek na sekunde. Podobienstwa taczace
oba te wynalazki to miedzy innymi uzycie perforowanej taSmy, jednakze tzw. ,,mechanizm
chwytakowy” uzyty w kinematografie pozwalal na przesuwanie tasmy unieruchamiajg kazda

klatke w chwili pojawienia si¢ przed obiektywem. Jak dowiemy si¢ z Encyklopedii PWN:

Rozwigzania te umozliwialy naswietlanie poprawnych technicznie kadrow jednakowego
formatu w jednakowych odstepach. Podczas projekcji, gdy tasma przesuwata si¢ — przy
zastonigtym obiektywie — o jedng klatke, powidok kadru wyswietlonego tqczyt si¢ z
rzeczywistym obrazem nastgpnego, jego powidok — z rzeczywistym obrazem kolejnego itd., co
prowadzito do powstania ztudzenia obrazu ruchomego. Te samq zasade wykorzystuje si¢ we
wspolczesnych kamerach i projektorach filmowych. Po wprowadzeniu dzwieku ulegla

zwiekszeniu predkos¢ przesuwu tasmy — do 24 klatek/s.

Dzieto braci Lumiere byto na tyle przetomowe, ze data pierwszej publicznej projekcji 28

grudnia 1895 uznawana jest za date narodzin kina.
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W ciagu zaledwie 6 lat od opatentowania przez Emila Reynauda teatru optycznego powstat
wynalazek rewolucjonizujacy rozrywke. W zaledwie kilka lat pojawialy si¢ 1 btyskawicznie od-
chodzity w niepami¢¢ kolejne innowacje zwigzane z optyka i rozrywka. Wiedze o nich czerpac
mozemy z zarejestrowanych patentow i nielicznych resztek, ktore si¢ zachowaty. Sam Reynaud
w przyplywie rozzalenia zniszczyl swoj wynalazek i wrzucit wraz ze szpulami do Sekwany. Na
szczgscie jego syn zdotat ukry¢ dwa filmy 1 by¢ moze dzigki niemu dzi§ wcigz pamigtamy o
historii recznie malowanych opowiesci Emila Reynaud.

Opisujac histori¢ animacji nalezy mie¢ na uwadze, ze, tak jak w wielu innych dziedzinach
sztuki, nasze informacje opierajg si¢ na dokumentach i przedmiotach, ktore przetrwaty. Jak wiele
wczesnych wynalazkow, zabawek optycznych, tasm 1 szpuli, a nawet filmow nie zniosto proby
czasu, mozna sobie jedynie wyobrazi¢. W wielu muzeach i1 archiwach na catym $wiecie zna-
lez¢ mozna zniszczone filmy, ktorych nie da si¢ juz odtworzy¢. Tasma filmowa jest bardzo
nietrwalym materiatem, a przez wiele lat nie wykonywano 1 nie przechowywano zapasowych
kopii filmow. Nasza obecna wiedza opiera si¢ wigc gtownie na tym, co zachowalo si¢ pomimo
uptywu czasu.

Z dokumentdéw historycznych mozemy dowiedzie¢ si¢, ze w 1900 roku Leon Gaumont
(ktory dwa lata weze$niej zatozyt we Francji wytworni¢ filmowg Gaumont, istniejaca do dzis)
uzyskat francuski patent na animacj¢ poklatkowa. Jednoczesnie mozemy znalez¢ informacje o
tym, ze Albert Edward Smith - wspoéizatlozyciel wytworni Vitagraph twierdzil, ze to on, juz w
roku 1898, dokonywal pierwszych udanych prob tej techniki, niestety niedocenionych przez
jego wspolpracownika Stuarta Blacktona.

Za pierwszy film animowany wielu historykdéw uznaje ,,Apel zapatek™ (ang. ,, Matches Ap-
peal”) Anglika Arthura Melbourne-Coopera z 1899 roku. Fragment filmu przetrwat dzigki temu,
ze autor ukryl jego negatyw w pudetku po herbacie, w swojej kuchni. Wiele lat p6zniej, podczas
przeprowadzki, Melbourne’a-Coopera przypomniat sobie o nim i dzigki temu w 1956 roku spo-
rzadzono kopie oryginalnego negatywu. W zachowanym filmie brakuje jednak poczatkowych
ujec - przedstawiajacych zapatki wychodzace z pudetka. Fragment ten zostat wycigety w 1908
roku przez samego autora i uzyty w filmie ,,Magiczne zapatki”. To dobrze pokazuje stosunek
tworcow do wezesnych materialéw filmowych oraz obrazuje na czym mozemy opiera¢ swoja
wiedze dotyczaca tego okresu w catej kinematografii, nie tylko w historii animacji.

Pierwszy film animowany, cho¢ trwal zaledwie minutg 1 15 sekund i byt robiony na zamo-
wienie - w dzisiejszych czasach bylby uznany za kampani¢ spoteczng lub reklamowa. Musiat
jednak zrobi¢ na widzach niemale wrazenie, gdyz jeszcze w tym samym roku pojawity si¢ dwa

kolejne w tej serii. W Wikipedii znajdziemy nastepujacy opis:

Jego akcja dzieje si¢ w pustym pokoju z widocznymi po prawej stronie drzwiami, ze
znajdujgcego si¢ tam pudetka firmy Bryant & May wychodzg zapatki. Czes¢ z nich uktada si¢

w dwie postacie, a reszta w drabine. Jedna postac przytrzymuje drabine, druga wchodzi na nig
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i umieszcza na Scianie tekst, stanowigcy apel o fundowanie zapatek brytyjskim zotnierzom

walczgcym w Il wojnie burskiej.

W tym samym roku powstaty takze dwie kolejne czesci filmu, stworzone przez tego samego
autora ,,Animowane zapatki grajg w siatkowke” oraz ,,Animowane zapatki graja w krykieta”.
Ich akcja miata miejsce w tym samym pokoju i przedstawiata tytutowe zapalki uprawiajace
sport.

Znanych wspolczesnie jest 6 filmow Arthura Melbourne’a-Coopera. Czg$¢ z nich jest fil-
mami tgczacymi fragmenty grane przez aktoréow z fragmentami w peini kukietkowymi. Ile fil-
mow animowanych stworzyt Arthur Melbourne-Cooper, nie wiadomo. Pewne jest jedynie to,
ze swoja pasje wraz z wybuchem I Wojny Swiatowej w 1914 roku porzucit na rzecz pracy in-
spektora w fabryce amunicji.

Do komplikacji zwigzanych z ustalaniem chronologii powstawania filméw animowanych
mozemy dodac¢ jeszcze niejasnos$ci w kryteriach analizy dokonywanych przez réoznych badaczy.
W zalezno$ci od kraju pochodzenia autorzy literatury specjalistycznej z zakresu kinematografii
1 animacji maja rézne poglady na to, co jest uznawane za film animowany. Wiaze si¢ to najcze-
sciej z omowionymi w poprzednim rozdziale réznicami kulturowymi w postrzeganiu pojgcia
filmu animowanego, najczesciej wynikajacymi z gldownych nurtéw panujacych w danej kultu-
rze. I tak na przyktad w literaturze amerykanskiej trudno znalez¢ wsrdd pionieréw animacji
Melbourne’a-Coopera - jest on czgsto wymieniany jedynie jako specjalista w zakresie techniki
poklatkowej (ang. stop-motion), zreszta jako jeden z wielu w tamtych czasach. Jako pierwsze
filmy animowane omawiane sg dopiero filmy stworzone technikg rysunkowag w latach 1906-
1909. Mozna to uzna¢ za swego rodzaju odsunigcie animacji lalkowej na boczny tor historii
filmow animowanych. Z kolei w polskiej literaturze animacja kukietkowa nie jest tak trakto-
wana 1 Pawet Sitkiewicz w ksigzce ,,Mate wielkie kino. Film animowany od narodzin do konca
okresu klasycznego” na kilku stronach udowadnia, ze wbrew réznym niejasnosciom i zarzu-
tom niektorych badaczy, Arthur Melbourn-Cooper stworzyt w 1899 roku film, ktéory mozemy
nazwaé pierwszym filmem animowanym.

Kolejne lata przyniosty wiele ciekawych eksperymentow w zakresie sztuki filmowej. Ana-
lizujac histori¢ kinematografii, nalezy bra¢ pod uwage nie tylko ograniczenia zwigzane z nie-
trwatos$cig materialow, ale takze ogromng rozpigtos¢ geograficzng zjawisk, obejmujaca wiele
krajow, a nawet kontynentow. Zdarzalo si¢, ze podobne idee, eksperymenty czy innowacje po-
jawiaty si¢ niezaleznie od siebie, w podobnym czasie, w kilku miejscach $wiata. Komunika-
cja pod koniec XIX wieku i na poczatku XX wieku nie przebiegata tak sprawnie jak w latach
pbézniejszych i tworcy wielokrotnie nie wiedzieli o tym co nowego pojawia si¢ w innej czgsci
globu. Czasem tez trudno rozrézni¢ co byto pierwotnym nurtem, a co jego kopia. Spory o to,
kto pierwszy zajat si¢ animacjg kukietek, kto stworzyt pierwszy rysunkowy film animowany

czy kto wynalazt technike poklatkowa, trwaty latami i czasami do dzi$ trudno je jednoznacznie
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rozstrzygna¢. Analizujac histori¢ animacji warto bra¢ wigc pod uwagg nie tylko chronologie
wydarzen, ale rowniez ich wage, nowatorskos¢ 1 wirtuozeri¢ opanowanej techniki.

Niewatpliwie trzech tworcoOw wyrdzniato si¢ na poczatku XX wieku wsrod wielu innych au-
torow. Pierwszym z nich byt James Stuart Blackton - karykaturzysta, ktory w roku 1896 dostat
posade rysownika u Thomasa Edisona. Rok pdzniej wspdlnie z Albertem E. Smithem zatozyt
towarzystwo filmowe Vitagraph, ktore w ciggu kilku lat urosto do najwigkszej wytworni filmow
niemych w Stanach Zjednoczonych. W 1906 roku Blackton zaprezentowat widowni film rysun-
kowy pt. ,,Humorous Phases of Funny Faces”. Film ten opierat si¢ na popularnych w tamtych
czasach lightning sketches - filmach, w ktorych artysta wykonuje szybkie szkice postaci. W nie-
ktorych scenach pojawiata si¢ reka artysty rysujaca lub usuwajaca z tablicy elementy postaci, w
pozostatych za$ technikg poklatkowa uzyskano efekt ,,ozywienia” twarzy rysowanych bohate-
réw, ktorzy $mieja si¢ i dokazuja. Blackton jest autorem zaledwie 4 filméw animowanych, gdyz
swoj czas poswiecil gtownie rozwojowi wytworni Vitagraph, jednak dzigki swoim nowatorskim
dokonaniom zaliczany jest do pionierow i,,0jcOW animacji’”.

Drugim tworca, ktory wpisat sie do historii animacji, byt Francuz - Emile Cohl, ktory w 1908
roku zachwycit widzow filmem ,,Fantasmagorie”. W tej animacji, podobnie jak u Blacktona, po-
jawia si¢ w niektorych momentach reka rysownika, ale wigkszo$¢ tego niemal dwuminutowego
dzieta opiera si¢ na rysunkowej opowiesci o szalonych, pelnych fantazji i przemian, przygodach
narysowanej postaci.

Trzecim waznym artysta wyrdzniajacym si¢ w czasach pionierskich animacji byt ameryka-
nin Winsor McCay, ktory wpierw zdobyt stawe jako doskonaly twérca komikséw. Wnidst on
do filmow rysunkowych pierwsze rozpoznawalne postacie, o okre§lonych osobowosciach, od-
powiednich proporcjach i charakterystycznych ruchach. Juz od pierwszego filmu ,,Little Nemo”
z 1911 roku jego bohaterowie przestaja by¢ jedynie ozywionymi kreskami. Co ciekawe, w tym
filmie pojawia si¢ po raz pierwszy humorystyczny akcent autokreacji bohaterow - narysowany
Nemo zrywa z kreacjonizmem ludzkim i sam dorysowuje kolejng postac.

Winsor McCay stworzyt jeszcze kilka filméw, a kazdy z nich byt nowatorski i doceniany
przez publiczno$¢. Wszystkie jednak byty bardzo pracochlonne i powstawaty przy niewielkim
udziale jedynie jednego lub dwdch asystentow. Technika stosowana przez McCaya dawatla cie-
kawe efekty, ale nie przystawata do btyskawicznie rozwijajacego si¢ przemystu filmowego.

W latach 1913-1915 roku kilku amerykanskich animatoré6w - m.in. John Bray, Earl Hurd
oraz Raoul Barré - wpadto niezaleznie od siebie na podobne pomysty, aby usprawni¢ prace nad
filmami animowanymi i zorganizowac prace studia zgodnie z nowoczesnymi zasadami produk-
cji przemystowej. John Bray zaczat stosowac naktadane klisze z elementami tla, Earl Hurd wy-
konywat kolejne rysunki na osobnych arkuszach i fotografowat je na ilustracji tta, Raoul Barré
natomiast wymyslit system ulatwiajacy animacj¢ poprzez nakladanie kolejnych warstw arkuszy

7 otworami.
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Wszystkie te innowacje spowodowaty znaczne przyspieszenie procesu powstawania filmow
animowanych. Studia zaczely zatrudniaé rzesze rysownikoéw i produkowac po kilka krétkich
filméw w miesigcu. Widownia pokochata filmy animowane. Kolejnym krokiem milowym w
tych warunkach musiato by¢ stworzenie pierwszego animowanego filmu petnometrazowego.

W 1917 roku powstat pierwszy animowany film fabularny w historii. Stato si¢ to jednak nie
w kolebce nowych technologii i masowej produkcji - Stanach Zjednoczonych - a w Ameryce
Potudniowej. Stworzyt go argentynski rysownik pochodzenia wioskiego, Quirino Cristiani. Film
nosit tytul ,,El Apdstol”, trwat okolo 60 minut i byt satyra polityczng. Niestety nie zachowata
si¢ zadna jego kopia.

14 lat pdzniej Quirino Cristiani dokonat kolejnego przetomu, tworzac pierwszy film animo-
wany ze $ciezka dzwigkowa. ,,Peludopolis”, ktory trwat okoto 80 minut i réwniez byt satyrg
polityczna odnoszaca si¢ do 6wczesnej wladzy w Argentynie

Jak wida¢ w historii animacji zapisali si¢ nie tylko autorzy amerykanscy cho¢ to wtasnie w
Stanach Zjednoczonych nastgpil niezwykle szybki rozwdj techniki kinematografii. Wiele prze-
tomowych wydarzen jest zastugg tworcow ze Starego Kontynentu, ale takze z Ameryki Potu-
dniowej 1 Azji.

W czasie, gdy w Stanach Zjednoczonych wielkie studia walczyty ze soba o zyski, naktada-
jac patenty na swoje wynalazki, rozbudowujac i przyspieszajac produkcje i tracgc jednoczesnie
mozliwos$¢ tworzenia wartosciowych, nowatorskich prac, w innych czesciach $wiata wcigz pa-
nowata nieskrgpowana wolno$¢ tworcza artystow. W czasie gdy w Ameryce tworzono szybkie,
proste kreskowki ku uciesze publiki, w innych czg$ciach §wiata wcigz eksperymentowano z
forma. Dzi¢ki temu powstaly inspirowane chinskim teatrem cieni filmy niemieckiej animatorki
Lotte Reiniger, seria przygdd Kapitana Grogga autorstwa szwedzkiego rysownika Victora Berg-
dahla czy eksperymentalne filmy dadaisty szwedzkiego pochodzenia Vikinga Eggelinga.

Nie nalezy jednoczes$nie zapominaé, ze na losy nowej sztuki, tak zreszta jak na wszyst-
kie inne, znaczacy wptyw miata réwniez historia. Toczaca si¢ w Europie I Wojna Swiatowa w
latach 1914-1918 niewatpliwie zahamowata rozwoj wielu dziedzin, w tym animacji. Srodki in-
westowane byly w tym czasie w wielka mobilizacje wojskowa, a wielu artystow, tak jak Arthur
Melbourn-Cooper, porzucito sztuke, by stuzy¢ swej ojczyznie w bardziej praktycznych w czasie
wojny dziedzinach.

Reperkusje wydarzen historycznych szczegdlnie mocno odczuwalne byty w Europie Wschod-
niej 1 Rosji. Mimo to jednym z najznamienitszych tworcoOw-pionieréw filmu animowanego byt
rosyjski filmowiec narodowosci polskiej Wiadystaw Starewicz, ktéry juz w 1910 roku we wia-
snej domowej pracowni eksperymentowat z animacja. Otaczajaca przyroda inspirowata go do
stworzenia pierwszego dzieta p.t. ,,Walka zukéw jelonkéw”, ktore byto odwzorowaniem za-
chowania zukéw caltkowicie stworzonym na potrzeby filmu metoda poklatkows. Jak kilka lat

p6zniej opowiadat sam autor:
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., Kiedy probowatem sfilmowac walke zywych zukow jelonkow o samice, okazato sie, ze po
zapaleniu reflektorow zamieraly one w bezruchu. Wpadtem, wiec na pomyst, aby uspi¢ moich
rycerzy. Oddzielilem ich konczyny i rogi od tutowia, potem z powrotem umiescitem je na
wlasciwym miejscu przy pomocy cieniutkich drucikow. Tak spreparowane lalki z uspionych

zukow ubratem w kostiumy, buty z cholewami, datem do reki rapiery.”

Dwa lata pdzniej Starewicz przyjat propozycje wytwdrni Chanzonkowa i wkrotce w Mo-
skwie odbyta si¢ premiera filmu ,,Pickna Lukanida”. Film wykonany byt podobna metoda do
wczesniejszego dzieta, ale tym razem opowiadal mitologiczng histori¢ Heleny 1 Parysa w postaci
walki zukow przebranych za rycerzy. Wywotat olbrzymig sensacje zarowno wsrod widzow, jak
1 krytykow. Podobno niektorzy mysleli, ze zuki byty tresowane na potrzeby tego dziela.

Nastepnym jego filmem lalkowym byla pierwsza w historii animowana adaptacja utworu
literackiego p.t. ,,Konik polny i mréwka” Jean de La Fontaine’a. Premiera filmu miata mie;j-
sce 15 grudnia 1912 w Kopenhadze, a jego sukces przeszedt wszelkie oczekiwania. Wykonano
140 kopii, co na 6wczesne czasy bylto rekordem, dzigki czemu obraz obejrzeli liczni widzowie
zard6wno w Europie, jak i w Ameryce.

Zima 1914 Starewicz zwolnit si¢ z wytworni Chanzonkowa, aby nie utraci¢ swojej nieza-
lezno$ci tworczej a w roku 1919 na zawsze opuscit niespokojng w tym czasie Rosje (targang
rewolucja) 1 osiadt w Paryzu. Po kolejnym ogo6lno$§wiatowym sukcesie, jaki przyszedt wraz z
premierg w 1923 roku filmu ,,Stowiczy glos”, autor otrzymat ztoty medal im. Hugona Rizen-
felda za najlepszy 1 najbardziej nowatorski, nieamerykanski film animowany wyswietlany w
USA. Pomimo ofert pracy nadchodzacych zza oceanu, Starewicz wolat drogg artysty niezalez-
nego i pozostat w Paryzu, krecac kolejne filmy az do $mierci w 1965 roku.

Przez wielu historykéw Wiadystaw Starewicz uwazany jest za ojca animacji lalkowej, cho¢
jak sam przyznat, juz w swoich pierwszych dzietach inspirowat si¢ osiggnigciami Arthura Melbourne-
Coopera. Niezaprzeczalnie jednak byt jednym z pierwszych, ale co wazniejsze, jednym z naj-
ciekawszych i najbardziej kreatywnych tworcow animacji lalkowej. Przetarl szlaki, inspirowat
kolejne pokolenia i wyznaczyt trendy w kinematografii na wiele lat, a zastug jego na tym polu
nie sposob poming¢.

W Europie we wczesnych latach XX wieku powstawaly eksperymentalne niezalezne filmy
animowane. Cho¢ w drugiej dekadzie wielu tworcow mogto juz inspirowac si¢ osiagnigciami
innych, to jednak wickszo$¢ z nich, nawet powielajac pomysty prekursorow animacji, modyfi-
kowata je szukajac wilasnej estetyki i indywidualnych srodkéw wyrazu.

W tym samym czasie wynalazki kinematografii zawedrowaty nawet w tak odlegle zakatki
Swiata jak wschodnia Azja. W 2005 roku w kolekcji filmow 1 projektorow w Kioto odkryto
prawdopodobnie jeden z pierwszych filméw rysunkowych stworzonych w Japonii. Jego tworca
pozostaje nieznany, doktadna data powstania rowniez, ale specjali§ci oszacowali, ze powstal on

prawdopodobnie przed rokiem 1912, czyli w czasach gdy amerykanskie filmy rysunkowe nie
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byly jeszcze upowszechnione w Kraju Kwitnacej Wisni.

Pierwszym udokumentowanym pokazem zagranicznych animacji w Japonii byt pokaz filmu
Emila Cohla w Tokio w dniu 15 kwietnia 1912 r. W kolejnych latach tworcy japonscy, jak Oten
Shimokawa czy Seitard Kitayama, pozostawali pod mocnym wptywem zachodnich filmow ani-
mowanych. I cho¢ od 1917 roku w Japonii regularnie zaczgty pojawiac si¢ krotkie filmy animo-
wane wymienionych autoréw, to inspiracji formg zachodnig nie sposdb w nich nie zauwazyc¢.
Przez kolejnych kilkanascie lat japofscy tworcy, m.in. Noburd Ofuji, Yasuji Murata, Kenzo
Masaoka 1 Mitsuyo Seo, zgrabnie taczyli wschodnig stylistyke, tradycje¢ 1 kulture z zachodnimi
trendami animacji.

Dominacja amerykanskich wzorcow na polu filméw animowanych nie bytaby mozliwa, bez
postaci takich jak Kot Feliks, Betty Boop, Myszka Miki czy Krolik Bugs. Wszystkie wymie-
nione ,,0s0bisto$ci” sg oczywiscie fikcyjne, stworzone przez rysownikow, jednak ich wyraziste
charaktery i szalone przygody przedstawiane w dziesiagtkach kolejnych filmow sprawity, ze wy-
myslone, kreskdwkowe osobowosci podbity serca nie tylko Amerykanéw, ale rowniez widzow
na catym $wiecie.

Pierwsza z nich - Kot Feliks to czarno-biata, podobna do kota, posta¢ pojawiajaca si¢ po-
czatkowo w niemych, a poézniej rowniez udzwigkowionych filmach rysunkowych. Zostal on
stworzony przez amerykanskiego rezysera filmowego Pata Sullivana oraz animatora Otto Mes-
smera i pojawit si¢ po raz pierwszy w kreskowce pt. ,,Feline Follies” w listopadzie 1919 roku.
Pomimo ze pod koniec filmu popetnia samobdjstwo, wdychajac gaz, to i tak do roku 1936 po-
wstato kilkaset kreskowek z jego udziatem, a takze filmy i seriale animowane.

O zasadach rzadzacych rynkiem w Stanach Zjednoczonych wiele mowi historia zwigzana
z tym bohaterem. W 1922 roku, gdy Kot Feliks byt juz rozpoznawalny na catym $wiecie, wy-
twornia Paramount Pictures, bedaca w posiadaniu praw do tej postaci, probowata odsunaé na
boczny tor Messmera i Sullivana. Wytwornia miata materiaty, rysownikow, wlasnych scenarzy-
stow oraz rezyseroOw i1 mogta dalej samodzielnie produkowac kolejne filmy z tej serii. Gdyby
nie determinacja Pata Sullivana, stracitby on dzieto swojego zycia.

Podobna historia wkrotce spotkata tez Walta Disneya, ktory stracil prawa do stworzonego
przez siebie Krolika Oswalda na rzecz Studia Universal. Disney nie walczyt jak Sullivan, za-
miast tego stworzyt kolejng niezwykla posta¢: Myszke Miki. Dopiero niemal 80 lat pdzniej, w
2006 roku, The Walt Disney Company zdotato ponownie zdoby¢ wtasnos¢ intelektualng postaci
Oswalda.

Kot Felix byt pierwsza postacig z kreskowek, ktora stata si¢ licencjonowana. Wkrotce ten
trend opanowat nie tylko filmy animowane, ale i calg kinematografi¢ w Stanach Zjednoczonych,
a po jakims$ czasie rowniez w innych zakatkach §wiata. Tworcy w produkcjach komercyjnych
zeszli na drugi plan, na pierwszym pozostaty studia i ich licencje, poniewaz ten kto ma prawa

do wlasnosci intelektualnej, ma z nich korzysci majatkowe. Taki kierunek rozwoju niewatpli-
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wie byl efektem mechanizacji procesu produkcji, w ktorej kazdy film animowany tworza duze
grupy specjalistow - kilku lub kilkunastu scenarzystow i dziesigtki a nawet setki rysownikow
odpowiedzialnych za niewielki i mozliwie zunifikowany jedynie fragment calego dziela.

Z dominacja wielkich firm produkcyjnych i zasadami rzadzacymi na rynku, zmieniajagcymi
tworczo$¢ w biznes, mozna probowac walczy¢ lub si¢ do nich dostosowa¢. Druga droge wybrat
Walt Disney 1 w efekcie stworzyt najwigksza na §wiecie wytwornie filméw animowanych.

Na temat zycia i tworczosci Walta Disneya powstato wiele prac, ma on swoich wielbicieli
1 krytykow, bez wzgledu jednak na oceng jego samego oraz, istniejacego do dzis, gigantycz-
nego studia The Walt Disney Company, nie mozna odméwié¢ mu ogromnego udzialu w historii
animacji.

Nie byt on pionierem ani w dziedzinie animacji ani nawet innowatorem zauwazalnym w
historii tej sztuki. Wbrew legendzie, ktora sam sobie przypisywat juz za zycia - nie stworzylt
wlasciwie nic przetomowego - ani pierwszy dzwigkowy film animowany nie byl jego udziatem,
ani pierwszy petnometrazowy, ani nawet kolorowy. Niemniej filmy Disneya mialy w sobie to
cos$, co sprawito, ze thumy ogladaly je w latach trzydziestych, czterdziestych i wszystkich ko-
lejnych, az po dzi§ dzien. Pierwszy petnometrazowy film Walta Disneya - ekranizacja bajki
,Krélewna Sniezka i siedmiu krasnoludkéw” jest nie tylko klasyka gatunku i obowigzkowa po-
zycja dla mito$nikéw animacji. Jest tez bajka, ktorg z przyjemnoscig ogladajg kolejne mtode
pokolenia.

Disney nie bez powodu zdobyt rekordowa liczb¢ nominacji do Oscarow i rekordowg liczbe
26 statuetek oraz wiele innych nagrod. Nie bez powodu tez jego studio i wykreowane postacie
przezyty o dziesigciolecia wlasnego protoplaste. Kino przyjemne dla oka, zabawne 1 uniwersalne
przetrwato probe czasu a postacie takie jak Myszka Miki, pies Pluto czy Kaczor Donald sg znane
chyba kazdemu cztowiekowi w kazdym zakatku globu.

Stosowana technika rysunkowa i styl Disneya (zwany wrecz klasycznym) na wiele dekad
zdominowaty gtowny nurt amerykanskich filmow animowanych. W latach trzydziestych i czter-
dziestych XX wieku w wys$cigu o popularno$¢ mierzyto si¢ z Disneyem co najmniej 6 innych
duzych wytworni. Wszystkie jednak postawity na podobny schemat: serie zabawnych animacji
rysunkowych (jak ,,Looney Tunes” w Warner Bros. lub ,,Happy Harmonies” w Metro-Goldwyn-
Mayer) 1 powtarzanie w nich rozpoznawalnych postaci (Bosko, Kaczor Daffy, Popeye). Nie-
wiele byto tu miejsca na innowacje czy kreatywnos¢. W latach czterdziestych do panteonu bo-
hateréw kreskowek dotaczyty Tom i Jerry autorstwa Williama Hanny i Josepha Barbery (wtedy
jeszcze pracujacych dla wytwérni Metro-Goldwyn-Mayer), Woody Woodpecker wykreowany
w Universal Studios 1 kilka innych postaci opartych na podobnym schemacie i podobne;j tech-
nice.

Szukajac innych niz rysunkowa rodzajéw animacji, warto zwrdci¢ si¢ w kierunku Europy.

To tu tworcy mieli wigksza wolnos$¢ i mozliwosci eksperymentowania. Nawet niezalezni arty$ci
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mieli wigksze szanse przebi¢ si¢ i zaistnie¢ w §wiadomosci odbiorcéw niz w opanowanej przez
wielkie studia filmowe Ameryce. Niestety w latach 30 1 40 XX wieku w Europie ponownie
historia i polityka znaczaco zawazyly na losach wszelkich innych dziedzin.

Niemiecki malarz i pionier animacji abstrakcyjnej Oskar Fischinger byt wielokrotnie ku-
szony przez wielkie wytwornie zza oceanu, zdecydowat si¢ jednak na emigracje z kraju dopiero
pod wplywem nazistowskich rzadow, ktore skutecznie ograniczaty wolno$¢ tworczg juz kilka lat
przed wybuchem I Wojny Swiatowej. Fischinger przeniost sie do Hollywood, gdzie najpierw
podpisal umowe z Paramount Pictures, a nastgpnie przeniost sie do studia MGM, ale nigdzie nie
pozostal na dluzej. W studiu Walta Disneya tez wytrzymat zaledwie kilka miesigcy, poniewaz
sposob realizacji filmow, koncentracja na finansowej stronie przedsigwzig¢¢ 1 ograniczanie ar-
tystycznej swobody tworcy we wszystkich 0wczesnych duzych studiach filmowych tak mocno
doskwieraly ambitnemu artyS$cie, Ze wolat skoncentrowac si¢ na malarstwie 1 niezaleznej pro-
dukcji, by juz nigdy nie powroci¢ do wspotpracy z wielkimi wytwdrniami.

Wraz z emigracjg z targanej niepokojami Europy do Stanéw Zjednoczonych przybyto w la-
tach trzydziestych 1 czterdziestych wielu zdolnych tworcéw. Wsrod nich byli doceniani artysci
z ciekawym dorobkiem w dziedzinach animacji mniej popularnych w Ameryce. Takimi emi-
grantami byli m.in. Norman McLaren - kreatywny tworca, autor metody piksilacji oraz Wegier
znany pod nazwiskiem George Pal, ktéry uciekajac przed nazistami do Ameryki przybyt z opra-
cowang nowatorska metoda animacji poklatkowej. Polegata ona na uzyciu wymiennych lalek,
ktére aby ciekawie przedstawi¢ ich ruch i mimike, tworzone byty catymi seriami. Byt to czaso-
i pracochlonny rodzaj animacji, ale efekty byly tak niezwykte, ze seria ,,Puppetoons” byta no-
minowana w latach czterdziestych do wielu nagrod, w tym nagrod Akademii Filmowej, a autor
zostal doceniony honorowym Oscarem w 1944 roku.

Wraz z koncem lat czterdziestych i nastaniem pigcédziesiatych na catym $wiecie zachodzity
znaczne przemiany. Echa wojny ucichty, kraje odbudowywaty swoje gospodarki, a nowe wy-
nalazki, takie jak telewizja, upowszechniaty si¢ i zmieniaty oblicze zard6wno przemystu rozryw-
kowego, jak 1 sztuki.

Telewizja okazata si¢ doskonatym polem dla animacji. Krotkometrazowe filmy animowane
z ulubionymi bohaterami ptynnie zmienity si¢ na potrzeby nowego medium w rysunkowe se-
riale. Upowszechnienie 1 szybki rozwdj telewizji pozwolity roéwniez na dotarcie do milionéw
widzow innym, bardziej oryginalnym produkcjom animowanym. Otworzyta droge animacji lal-
kowej, plastelinowej, stylom mieszanym. Wciaz jednak formy inne niz klasyczna animacja ry-
sunkowa stanowity w Stanach Zjednoczonych niewielki procent produkcji.

Rozw@j ciekawych form nastgpit w Europie. W wielu krajach powstawaty studia animacji w
ktorych pracowali niezwykle utalentowani artysci. Nawet w Europie Wschodniej, gdzie narzu-
cony byt wptyw radzieckiej propagandy i1 kinematografii majacej stuzy¢ systemowi, powstawato

wiele ciekawych projektoéw. Mimo ze studia filmowe byly kontrolowane przez panstwo, a styl
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wszelkiej sztuki mial mieéci¢ si¢ w ramach socrealizmu, autorzy wbrew wszelkim przeciwno-
sciom, a takze ograniczeniom finansowym 1 materialowym, tworzyli wspaniate i ciekawe dzieta
zaroOwno krotko- jak 1 pelnometrazowe.

Dobrym przyktadem beda tu efekty pracy polskiego studia Se-Ma-For. Artysta plastyk Ze-
non Wasilewski, pionier polskiej animacji lalkowej, malarz i fotografik, prace nad swoim pierw-
szym filmem lalkowym zaczal juz w okresie miedzywojennym, ale dopiero po wojnie udato mu
si¢ dokonczy¢ i pokaza¢ publicznosci film ,,Za kréla Krakusa”. Wasilewski stworzyt w swoim
zyciu 18 filmow animowanych i dzigki jego staraniom w Lodzi powstat Oddzial Kukietkowy
w ramach t6dzkiej Wytworni Filmoéw Fabularnych. W styczniu 1950 r. zostat uruchomiony w
WFF Oddziat Filméw Rysunkowych, ktory nastgpnie opuscit t6dzka wytworni¢ 1 przeniost sie
do studia w Bielsku-Bialej, a w 1956 r. Oddziat Filméw Kukietkowych zostat przeksztatcony
w samodzielne Studio Filméw Lalkowych.1

W 1958 warszawski oddziatl Studia Filméw Rysunkowych w Bielsku-Bialej zostat prze-
ksztalcony w Studio Miniatur Filmowych, ktére nastepnie utworzyto swoj oddzial w Krakowie.
W roku 1980 przy poznanskim oddziale Telewizji Polskiej utworzono jeszcze Telewizyjne Stu-
dio Filméw Animowanych, ktore zajmowalo si¢ produkcjg animowanych filmow dla dzieci 1
miodziezy w technikach rysunkowych, malarskich, wycinankowych, animacji w materii syp-
kiej 1 innych technikach, takze lalkowych. W ten sposob w Polskiej Rzeczpospolitej Ludowe;j
funkcjonowato az 5 wytworni animacji.

Od poczatku istnienia zaréwno studio w Lodzi, Studio Filméw Rysunkowych w Bielsku-
Bialej jak i Studio Miniatur Filmowych w Warszawie, blisko wspotpracowaly ze srodowiskami
artystycznymi, jak i szkotami wyzszymi. Wielu mtodych absolwentow 16dzkiej Szkoty Filmo-
wej oraz Akademii Sztuk Pieknych z calej Polski mialo w ten sposob szans¢ na debiut i rozwj
kariery. W latach sze$¢dziesiatych rozpoczeto realizacje seriali: lalkowych ,,Przygody Misia
Colargola” i ,,Piesek w kratke™ oraz rysunkowych, takich jak: ,,Zaczarowany otéwek” i ,,Prosz¢
stonia”. W latach siedemdziesigtych 1 osiemdziesigtych powstawaly miedzy innymi seriale lal-
kowe: ,,Mis$ Uszatek”, ,, Trzy misie”, ,,Maly pingwin Pik-Pok™ i ,,Opowiadania Muminkow”; a
takze rysunkowe m.in, ,,Dziwne przygody Koziotka Matotka”, ,,Pomystowy Dobromir”, ,,Przy-
gody kota Filemona”, ,,Przygody Bi¢kitnego Rycerzyka”, ,,Bolek i Lolek”, ,,Reksio” i ,,Przygod
kilka wrobla Cwirka” oraz wiele innych; plastelinowe ,,Plastelinki” i aktorskie, np. ,,Przyjaciel
wesolego diabta”.

Wiele z tych filméw i seriali wyswietlanych byto w krajach sasiedzkich, jak éwczesna Cze-
chostowacja czy kraje nadbattyckie wcielone do ZSSR, ale trafiaty takze do widzoéw w tak od-
leglych zakatkach §wiata jak Japonia.

Wsrod petnometrazowych produkcji polskich wytworni filmow animowanych warto wy-
mieni¢ seri¢ na podstawie tworczosci Tove Jansson: ,,Szczesliwe dni Muminkoéw” i ,,Zima w

dolinie Muminkow”.
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W latach siedemdziesigtych przedstawiciele studia Disneya chcieli naby¢ prawa do stworzenia
filmowej wersji Muminkow, licencji jednak nie otrzymali. Jak wspomina Antoni Bankowski -
redaktor i scenarzysta studia Se-Ma-For: ,,Otoczenie pani Jansson wpadto na pomyst, by
zrobi¢ serial dla dzieci. Ogloszono konkurs, w ktorym braty udziat studia z roznych panstw. W
tamtym czasie Se-ma-for byt znany na swiecie. Wygrata nasza koncepcja lalek ptaskich,
zapewne dlatego, ze byta bliska ksigzkowemu pierwowzorowi i oddawalta literackq atmosfere

opowiesci o Muminkach, a na takiej wiernosci oryginatowi zalezy kazdemu autorowi.”

W 1977 roku rozpoczeto realizacje serii ,,Opowiadania Muminkoéw” w bardzo nietypowe;]
technice potptaskiej lalki animowanej na szkle. Polskie studia animacji wyr6zniaty si¢ w §wiecie
nie tylko kreatywnoscig i szerokim spektrum uzywanych technik, ale takze dbatoscig o szcze-
goty produkcji oraz wysoki artystyczny poziom.

W latach powojennych podobny rozkwit réznorodnych form animacji obserwowa¢ mozemy
takze w krajach, takich jak Bulgaria, Estonia, Czechostowacja, Jugostawia, Anglia, ale réwniez
Japonia.

W latach szescédziesigtych wyprodukowano w Japonii wiele filméw i seriali animowanych.
Czes¢ z nich opierala si¢ na tradycyjnych legendach japonskich, ale wkroétce, aby trafi¢ do od-
biorcow z réznych stron §wiata, autorzy siggneli tez po motywy znane z europejskich basni.
Szczegdlna popularno$cia na arenie migdzynarodowej cieszyly si¢ japonskie animacje z gatunku
sci-fi, takie jak ,,Cyborg 009, ,Latajacy Okret Widmo” i serial ,,Astroboy”. Oprocz animacji
rysunkowych w Japonii dzialaly takze studia zajmujace si¢ animacjg lalkowa 1 wycinankowa w
stylu nawigzujacym do tradycyjnego japonskiego teatru lalkowego.

W Ameryce animacja lalkowa wykorzystywana byla czgsto jako element filmow aktorskich.
Realistyczne animacje stuzyty jako efekty specjalne juz w filmach takich jak ,,King Kong” z
1933 roku. W kolejnych latach animacja lalek rozwijata si¢ glownie w kierunku mechaniza-
cji i coraz bardziej spektakularnych efektow wizualnych uzupetniajacych filmy. W ten sposéb
powstat kierunek zwany ,,animatronics”.

Kolejny przetom w historii animacji nastgpit w chwili, gdy powstaty pierwsze animacje
komputerowe. Krotkie filmy realizowane za pomocg komputerow pojawiaty si¢ jako animacje
niezalezne od lat 70. XX wieku, cho¢ popularno$¢ komputerowego wktadu w kinematografie
(szczegodlnie w dziedzinie efektow specjalnych) znacznie wzrosta w latach osiemdziesiatych.
Juz w 1982 roku na ekrany kin wszedt film Tron, ktory taczyt w sobie gre aktorow z obrazami
generowanymi komputerowo. Pierwszym filmem petnometrazowym zrealizowanym wylacznie
technikg animacji komputerowej byt film Toy Story z 1995 roku stworzony przez firme Pixar.

Firma Pixar Animation Studios (w skrocie Pixar) powstata w 1979 roku przy studiu Lucas-
film George’a Lucasa jako Graphics Group. W 1986 roku dzial zostat sprzedany firmie Steve’a
Jobsa 1 zaczat niezalezng karier¢ pod nazwa Pixar, kontynuujac badania 1 realizacje filméw

krétkometrazowych gtownie demonstrujacych mozliwosci nowych technologii. Sukces na tym
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polu sprawil, ze studio Walta Disneya zaproponowato firmie wspoétprace i w 1991 roku widzo-
wie mieli okazj¢ podziwia¢ potaczenie technik komputerowych z animacjg rysunkowa w filmie
»Piekna i Bestia”. W kolejnych filmach Disney’a, takich jak ,,Aladyn” i1 ,,Krol lew” rowniez
pojawiaja si¢ sceny i elementy wykonane komputerowo. Przetomowy dla studia Pixar byt rok
1995 i film ,,Toy Story” wykonany w technice animacji 3d, po ktéorym juz regularnie na ekra-
nach kin mozna oglada¢ filmy animowane wykonane komputerowo. W 2006 roku Pixar wszedt
w sktad korporacji The Walt Disney Company.

Trzy lata po debiucie Toy Story na ekranach kin pojawil si¢ pelnometrazowy film animo-
wany 3d ,,Mrowka Z” konkurencyjnego studia DreamWorks. W ciagu kolejnych 20 lat te dwa
studia wprowadzily na ekrany kin tgcznie 47 pelnometrazowych filmow animowanych wyko-
nanych ro6znymi technikami, ale zawsze wspomaganych komputerowo.

Animacje komputerowe sa w tej chwili powszechnie stosowane w wielu réznych dziedzi-
nach, nie tylko w filmie, ale takze w grach, prezentacjach biznesowych, wizualizacjach oraz
wielu innych. Najwigkszym wyzwaniem dla tworcow wcigz jednak pozostaje fotorealistyczna
animacja ruchu, zjawisk przyrodniczych oraz zwierzat i postaci ludzkich. Jak zauwazyt Bill Fle-
ming: ,,Problem z technologia polega na tym, Ze potrafi ona niezwykle uprosci¢ jedne zadania,

niezwykle komplikujac inne...”

A.2 Historia animacji komputerowej

Za moment przelomowy w animacji przyjelo si¢ uwaza¢ premierg filmu ,,Toy Story”. Byt to
pierwszy film wykonany w cato$ci technikg animacji komputerowej trojwymiarowej, jednak
warto podkresli¢, ze animacja komputerowa siega korzeniami duzo wcze$niej, nie ogranicza
si¢ jedynie do tréjwymiarowej animacji (zwanej 3D) 1 jest mocno zakotwiczona w pozostatych
dzialach kinematografii.

Za pioniera w tej materii mozna uzna¢ Johna Whitneya seniora, ktéry zatozyt Motion Gra-

phics Inc. w 1960 roku.
Whitney od wczesnej miodosci interesowal si¢ kinematografia, w latach czterdziestych z bra-
tem Jamesem stworzyl nawet seri¢ filmow abstrakcyjnych ,,Five Film Exercises”. W latach 50.
Whitney wykorzystat swoje techniki animacji mechanicznej do tworzenia sekwencji do pro-
gramow telewizyjnych i reklam. Jednym z jego najbardziej znanych dziet z tego okresu byla
animowana sekwencja tytutowa z filmu ,,Vertigo” Alfreda Hitchcocka z 1958 roku.

W 1960 roku zatozyt Motion Graphics Incorporated, w ktorym wykorzystywat mechaniczny
komputer analogowy wilasnego pomystu do tworzenia sekwencji filmowych i telewizyjnych
oraz reklam. W latach siedemdziesiatych Whitney porzucit swdj komputer analogowy na rzecz
szybszych, cyfrowych. W latach 1969-70 eksperymentowat z programowaniem grafiki kompu-
terowej w Kalifornijskim Instytucie Technicznym, a od roku 1972 wykladat grafike kompute-
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rowa na Uniwersytecie Kalifornijskim w Los Angeles.

Punktem zwrotnym w historii jego pracy byt pierwszy film cyfrowy, stworzony we wspot-
pracy z Larrym Cuba, ,,Arabesque” - ukonczony w 1975 roku. Film byt raczej formg ekspe-
rymentu lub projektu badawczego dotyczacego mozliwosci taczenia matematyki, geometrii i
grafiki na komputerze; byl nieco psychodeliczny i bardzo kolorowy.

Dwa lata pozniej Larry Cuba dostat zlecenie na przygotowanie animacji Gwiazdy Smierci
do filmu ,,Star Wars Episode IV: A New Hope”. Wykorzystat graficzny terminal Vector General
3D potaczony z komputerem PDP-11/45, aby animacje komputerowe byly wyswietlane podczas
sceny odprawy pod koniec filmu. Sekwencje stworzyt na Uniwersytecie Illinois, wykorzystujac
jezyk programowania GRASS. W animacji wystepuja dwie gléwne sekwencje. Pierwsza poka-
zuje Gwiazde Smierci jako catosé, podczas gdy druga pokazuje seri¢ widokow lotu. Z dwoch
minut filmu wyprodukowanego komputerowo, w filmie pojawi si¢ okoto 40 sekund. A ostat-
nie kilka sekund animacji, pokazujace torpede protonowa trafiajaca w rdzen reaktora Gwiazdy
Smierci, zostato narysowane recznie i dodane pét roku poznie;.

W latach siedemdziesiagtych grafika komputerowa byta w gléwnej mierze efektem testow,
prob i eksperymentdow osdb zazwyczaj zwigzanych z wyzszymi uczelniami, a jednocze$nie
wspoOlpracujacych z branza rozrywkowsa. Z tej grupy pionierow wywodzit si¢ dzial Graphics
Group, ktéry powstat w 1979 roku przy wytworni filmowej Lucasfilm. George Lucas po suk-
cesie ,,Gwiezdnych Wojen” postanowil stworzy¢ zespot specjalizujacy si¢ w komputerowym
wspomaganiu grafiki. Zadaniem zespotu byto stworzenie: cyfrowego, nieliniowego systemu
montazu, cyfrowego systemu edycji dzwicku oraz dalszy rozwoj grafiki komputerowej. Gra-
phics Group sktadat si¢ gtdéwnie z naukowcoOw uniwersyteckich i zesp6t pracowat nad stworze-
niem prekursora programu RenderMan, nazwanego REYES (skrot od ,,renders everything you
ever saw” - ,renderowanie wszystkiego, co kiedykolwiek widziate$”) i opracowat szereg waz-
nych technologii dla grafiki komputerowej, w tym ,,systemu czastek™ (ang. ,, particle effects”)
1 r0znych narzedzi animacji.

W tym miejscu warto takze wspomnie¢ o filmie sci-fi ,,Tron”, wyprodukowanym przez
Disneya z 1982 roku w rezyserii Stevena Lisbergera, bedacym jednym z pierwszych filméow
wykorzystujacych grafika komputerowa jako integralng czes$¢ filmu. Film ,,Tron” ma charak-
terystyczny styl wizualny i1 chociaz nie odniodst sukcesu finansowego, stat si¢ kultowym 1 jest
uwazany za pierwszy eksperyment w animacji komputerowej. ,,Tron” byt takze nominowany
do Nagrody Akademii Filmowej (znanej takze jako Oscar) w dwoch kategoriach, ale nie byta to
kategoria efektow specjalnych. Akademia uwazata, wtedy, grafik¢ komputerowa za zbyt fatwa
w porownaniu do tradycyjnej animacji.

Graphics Group zostal wyodrebniony jako korporacja w 1986 roku, przy wsparciu wspot-
zatozyciela Apple Inc., Steve’a Jobsa, ktory stat si¢ wiekszosciowym udziatowcem nowo po-

wstalego studia. W tym samym czasie ukonczony zostaje dwuminutowy film ,,Luxo Jr.”, ktory
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staje si¢ pierwszym animowanym komputerowo filmem nominowanym do Oscara jako Najlep-
szy Animowany Film Krétkometrazowy. Kolejnym krokiem miat by¢ film pelnometrazowy, ale
ambitne plany studia byty niestety ograniczane przez zbyt powolny rozwdj technologii. Kom-
putery w tym czasie nie byly wystarczajaco potgzne, by tworzy¢ petnometrazowe filmy nowymi
technikami. Studia zdecydowato, ze w migdzyczasie powinni by¢ firma sprzetowa, a ich gtow-
nym produktem stat si¢ Pixar Image Computer - komputer przeznaczony do projektowania gra-
fiki, sprzedawany gtownie agencjom rzgdowym oraz spotecznosci naukowej i medycznej i wy-
korzystywany do zaawansowanych naukowych wizualizacji w branzach takich jak medycyna,
geografia czy meteorologia.

Jednym z odbiorcow Pixar Image Computer byto studio Walta Disneya, ktore uzyto niestan-
dardowego oprogramowania napisanego przez Pixar w ramach projektu Computer Animation
Production System (CAPS), aby przenie$¢ pracochtonng cze$¢ malowania w procesie animacji
2D na bardziej zautomatyzowang metod¢. Na poczatku lat dziewigédziesiatych firma Pixar opu-
blikowata niektore z narzedzi oprogramowania na otwartym rynku dla systemow Macintosh 1

Windows. RenderMan byt jednym z wiodacych pakietéw 3D z poczatku lat 90.

., Naszym celem jest uczynienie z Rendermana i Icemana oprogramowania systemowego lat
90.”

- przyznal w jednym z wywiaddéw Steve Jobs
Jak pisze Maciej Bortnowski w artykule: ,,20 Lat Toy Story - czyli o animacji komputerowej

stow kilka”:

Eksperci filmowi wskazujg 3 utwory, ktore juz w potowie lat 90 sygnalizowaly rewolucje
cyfrowg w produkcji: ,, Toy Story”, ,, Park Jurajski” z przekonujgcymi i realistycznymi
dinozaurami i ,, Terminator 2" ze spektakularng animacjq T-1000 za pomocq morfingu —

RenderMan byt uzyty przy produkcji kazdego z nich.

Jeszcze w 1994 1. Steve Jobs planowal sprzeda¢ Pixar innym firmom, takim jak Hallmark
Cards, wspotzatozycielowi firmy Microsoft Paulowi Allenowi lub dyrektorowi firmy Oracle
Larry’emu Ellisonowi. Dopiero po prognozach, ktore sugerowaty, ze ,,Toy Story” bedzie praw-
dopodobnie hitem - 1 po potwierdzeniu, ze Disney rozprowadzi go w sezonie §wigtecznym w
1995 r. - zdecydowat sie da¢ Pixarowi kolejng szanse. Prognozy krytykéw w tym przypadku
okazaly si¢ trafne, film stat si¢ sensacja, zyski byty ogromne a akcje firmy Pixar wystrzelity na
gieldzie. Od tamtej pory Studio Pixar wyprodukowato 20 pelnometrazowych filméw animowa-
nych i zdobyto dziewigtnascie Oscarow, osiem Ztotych Globow i jedenascie nagrod Grammy
oraz wiele innych nagréd i wyrdznien. W 2019 roku na ekrany kin ma wej$¢ film ,,Toy Story
4”.

Mimo niezwyktej popularnosci animacji komputerowych, zwtaszcza animacji 3d, wcigz po-

wstaja filmy tworzone tradycyjnymi metodami animacji, jak na przyklad francusko-brytyjski

153



film ,,Iluzjonista” z 2010 roku. Wspolczesnemu widzowi czasami moze by¢ trudno odréznié
animacje tworzone komputerowo od tradycyjnych. Filmy, ktore wygladaja jak tradycyjne, od-
rgczne animacje, sg wspomagane komputerowo. Czgsto te dwie techniki przenikajg si¢ i uzupet-
niaja. Popularny serial animowany ,,Family Guy” jest rysowany r¢cznie, lecz nie na papierze, a
za pomoca tabletéw graficznych.

Zdarza si¢ rOwniez, ze tradycyjne filmy animowane wspierane s3 komputerowo w celu uzu-
pehienia klatek, by uzyska¢ wrazenie wigkszej ptynnosci ruchu. Z kolei filmy animowane kom-
puterowo stylizowane sg celowo na wzor tradycyjnej animacji.

Bez wzgledu na to, w jakiej technice film powstaje, kluczowy jest jego odbior przez widzow.
Walt Disney twierdzil, ze bohaterowie sg najbardziej istotni w filmach - ten dogmat pozostaje
niezmienny od stu lat. Animacja z jednej strony rzadzi si¢ wlasnymi prawami, ale sa one jednak
czgsto zbiezne z zasadami panujacymi w innych dziedzinach kinematografii. Zasadniczo ani
technika, ani przeznaczenie animacji, nie majg znaczenia - wazne jest stworzenie produkc;ji,

ktora przyciagnie widzoéw 1 zostanie w ich pamigci.
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Dodatek B
Techniki i metody animacji

Roéznorodnosé gatunkdw i technik wykorzystywanych w animacji znacznie utrudnia dokonanie
Scistej klasyfikacji. Jak w wielu innych sztukach r6zne media i elementy moga by¢ wykorzysty-
wane w jednym dziele. Probujac dokona¢ systematyzacji mozna animacje dzieli¢ ze wzgledu
na technik¢ wykonania lub technike filmowania i kreowania.

Podziat animacji ze wzgledu na technike tworzenia:

* Rysunkowa.
Klatki filmu sa rysowane zazwyczaj na celuloidach lub na kartkach, kalkach itp., wspot-
czes$nie moga by¢ wykonywane przy uzyciu odpowiednich programow komputerowych.
Mozliwe jest animowanie na warstwach, poprzez uktadanie na szybach elementow takich

jak tlo, ludzie, zwierzeta.

* Wycinankowa.
Powstaje poprzez wprowadzanie zmian do znajdujacej si¢ w poszczegdlnych klatkach
kompozycji odpowiadajacych kolejnym fazom ruchu. Przedmiotem animacji sg wycigte
kawatki papieru przedstawiajace fazy ruchu. Podobnie jak animacja rysunkowa, moze

powstawac¢ na warstwach.

* Lalkowa (przedmiotowa).
W ktorej otoczenie 1 postacie wykonuje si¢ jako rzeczywiste przedmioty trojwymiarowe.
Animowana posta¢ posiada szkielet odpowiadajgcy wtasno$ciom anatomicznym i umoz-
liwiajacy stabilne ustawianie kolejnych faz ruchu. Na tej konstrukcji budowana jest od-
powiadajaca charakterystyce postaci forma ,,ciata”. Najczgsciej szkielet jest konstrukcja
metalowa, a pozostale elementy robi si¢ z roznych materiatow naturalnych (bawelna,

drewno) lub syntetycznych (gabka, PVC, lateks, silikon).

* Plastelinowa.
Polegajaca na modyfikacji postaci i wykonanego z materiatow plastycznych otoczenia

metoda poklatkowa, jest to jedna z form techniki lalkowe;.
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Animacja materialow sypkich.
Przedmiotem animacji jest np. maka, sol, cukier, piasek. Animacja polega na przesuwaniu

1 animowaniu takich wlasnie materiatow.

Pikselacja, fotoanimacja.

W tym typie animacji wykorzystuje si¢ wcze$niej sfotografowane przedmioty, zwierzeta
lub postacie ludzkie w réznych fazach ruchu. Film ,,7ango” Zbigniewa Rybczynskiego
zrealizowany takg technikga w 1980 roku w Se-Ma-Forze trzy lata pdzniej zdobyl Oscara

dla krotkometrazowego filmu animowanego.

Animacja trojwymiarowa.
Tworzona w technologii cyfrowej (komputerowej). Powstaje w programach do przetwa-

rzania grafiki tréjwymiarowe;.

Techniki mieszane (kolaz) i specjalne.

W tym przypadku materialy wykorzystywane do tworzenia animacji mogg by¢ bardzo
zréznicowane: od materiatow sypkich do animacji przedmiotowej i wycinankowej. Gtéwne
zatozenie opiera si¢ na taczeniu technik w celu uzyskania dodatkowych efektow, niedo-
stepnych w przypadku korzystania tylko z jednego z wczesniej zdefiniowanych typoéw
animacji.

Animacja rotoskopowa.

W niej wykorzystuje si¢ uprzednio przygotowane filmy nakrgcone przy uzyciu kamer
(najczesciej jest to ruch postaci ludzkich lub obiektow organicznych), nastgpnie obraz
jest przenoszony klatka po klatce na medium, w ktorym powstaje odpowiadajacy im film

animowany.
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Dodatek C
Rodzaje animacji komputerowej

W animacji komputerowej wyrdznia si¢ nastepujace metody wykorzystywane podczas jej pro-

dukcji:

* Metoda klatek kluczowych (ang. keyframing).
Ma korzenie w tradycyjnej animacji rysunkowej i polega na wyznaczaniu przez anima-
tora wartosci parametrow, poddawanych animacji w tak zwanych klatkach kluczowych,
natomiast warto$ci posrednie miedzy klatkami kluczowymi obliczane sg przez algorytm
komputerowy. W tej metodzie artysta ma kluczowa role oraz bardzo duza kontrole nad

powstawaniem animacji.

* Animacja proceduralna (ang. procedural techniques).
Jest rodzajem animacji komputerowej stuzacej do automatycznego generowania animacji
w czasie rzeczywistym. Wykorzystuje si¢ do tego celu proste wzory matematyczne, ktore
sterujg animacja. Dobrymi przykladami wykorzystania tej metody sa animacje oparte o
kinematyke prosta lub odwrotng [70] oraz animacj¢ ruchu postaci przy uzyciu kilku pro-

stych zalezno$ci matematycznych pokazanych w [29].

* Animacja behawioralna (ang. behavioral animation).
Bierze pod uwage indywidualne zachowanie si¢ istot zywych podczas ruchu oraz ich in-
terakcje z innymi zywymi istotami. Pozwala animowac nie tylko pojedyncza jednostke,
lecz calg ich grupe¢. Przyktadami tego rodzaju animacji s3 miedzy innymi: modelowanie

stada, animowanie zachowania drapieznik-ofiara.[26]

* Animacja fizyczna (ang. physically based animation).
Ta metoda jest rozwinieciem metod proceduralnych. Znajac matematyczne podstawy zja-
wisk fizycznych §wiata rzeczywistego, przewaznie w formie rOwnan rézniczkowych. Moc
komputeréw, cho¢ nie zawsze wystarczajaca, pozwala animowac obiekty zgodnie z pra-
wami fizyki. Do symulacji fizycznie prawdopodobnych ruchow obiektow wykorzystuje

si¢ tu numeryczne metody przyblizonego rozwigzywania rownan rézniczkowych. Dzigki
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tym technikom mozliwa jest animacja dynamiki np. wtoséw 1 futra, symulacja wody oraz

tkanin, dynamika ciata sztywnego.[54]

Animacje sterowane sztuczng inteligencja (ang. A/ driven animation).

Metody te takze stanowig rozwini¢cie metod proceduralnych. Wykorzystuja one sieci neu-
ronowe, ktore poddane uprzednio procesowi uczenia wykorzystywane sa do wspomaga-
nia kontroli ruchéw postaci [11] lub generowania animacji w czasie rzeczywistym dla

uzyskania realistycznej animacji symulujgcej zachowanie np. istoty ludzkiej. [S1][52]

Przechwytywanie ruchu (ang. motion capture).

Metoda polegajaca na rejestracji ruchu obiektow (zwlaszcza ludzi) w przestrzeni trojwy-
miarowej. Pozwala ona na osiagni¢cie wysokiego poziomu realizmu. Dane o kolejnych
fazach polozenia obiektu zbierane sg przy wykorzystaniu ré6znego rodzaju znacznikow,
na sledzonym obiekcie, umozliwiajacych przestrzenng lokalizacj¢ punktow. Sg one na-
stepnie wprowadzane do oprogramowania i wykorzystywane jako odniesienie dla ruchu

animowanych postaci.[53]
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Dodatek D
Rodzaje funkcji interpolacyjnych

Programy graficzne, ktére zawieraja modut odpowiedzialny za budowanie animacji przy uzy-
ciu graficznego edytora, udostgpniajg uzytkownikom réoznego rodzaju funkcje interpolacyjnych.

Najczesciej spotykanymi funkcjami sa.

* Funkcja schodkowa

Interpolacja przy pomocy funkcji schodkowej (czyli odcinkami statej) nie nadaje si¢
do animowania dowolnego parametréw, gdyz nie gwarantuje zachowania ciggtoéci C°
migdzy sasiadujacymi funkcjami. Skoki (czyli roznice wartosci na koncach sasiednich
przedziatéw) przewazane nie sa akceptowalne z punktu widzenia ,,ptynno$ci” animacji.
Jednakze dzigki nim powstaje mozliwos$¢ symulowaniana takich efektow jak m.in. ruch
wskazowek zegara czy tez teleportacja. Co wazniejsze, taki sposéb interpolowania po-
zwala animowac¢ parametry, ktore nie sg ciaggle w swej naturze, na przyktad numer indeksu

klatki w animacji ,,duszkéw” (ang. sprite animation).
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Rysunek D.1: Wykres funkcji skokowej w edytorze graficznym Blender.

* Funkcje kawalkami liniowe
Interpolacja kawatkami liniowa jest jednym z podstawowych 1 najprostszych sposo-
bow interpolacji. Jak sama nazwa wskazuje, warto$ci miedzy kluczami sg tu interpolo-
wane funkcjami liniowymi na poszczegélnych odcinkach (ze stata predkoscia pomiedzy

poszczegolnymi klatkami kluczowymi).
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Rysunek D.2: Wykres funkcji kawatkami liniowej w edytorze graficznym Blender.

* Krzywa Béziera trzeciego stopnia

W latach sze$¢dziesigtych XX wieku w fabryce Renault rozpoczal pracg pierwszy
system modelowania geometrycznego na uzytek komputerowego wspomagania projek-
towania. Tworca tego systemu byt Pierre Bézier. Reprezentacja krzywych, ktora byla
opracowana wlasnie do tego celu, modelowania geometrycznego zostala nazwana krzywa
Béziera. Warto jednak pamigtac, ze krzywa ta niezaleznie zostata opracowana przez dwoch
inzynierow, drugim byt Paul de Casteljau. Tak naprawde pierwszy byt Paul de Casteljau,
ale firma Citroén, w ktorej pracowal, nie opublikowatla jego opracowania. Pierre Bézier
pracowat w Renault i dowiedziatl si¢, Ze jest ciekawy pomyst de Casteljau. Natomiast po-
pularyzacj¢ rozwigzania zawdzigczamy zupetnie komus$ innemu. Zrobit to A.R. Forrest
w 1972 roku [9], ktory pokazal, ze krzywa Béziera jest to reprezentacja uzywajaca bazy
wielomian6w Bernsteina.

Mimo ze reprezentacja krzywej byta wykorzystywana do modelowania geometrycz-
nego [4] [8], to w edytorach graficznych bardzo czesto wykorzystuje si¢ ja do interpolacji
w metodzie klatek kluczowych, gdyz, w odréznieniu od interpolacji liniowej, pozwala
interpolowac¢ parametry ze zmienng predkoscig, a nawet ze zmiennym przyspieszeniem.

Cztery punkty kontrolne Fy, P, P», P; definiuja krzywa Béziera trzeciego stopnia. Punkty
Py oraz P naleza do krzywej i pokrywajg si¢ z klatkami kluczowymi w animacji. Dwa po-
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zostate punkty nie naleza do krzywej i okreslane sg jako uchwyty, a przemieszczanie ich

powoduje zmian¢ wygladu krzywej na catej jej dtugosci, co pokazane zostato na rysunku
D.3.

Rysunek D.3: wykresy krzywych Béziera trzeciego stopnia w edytorze graficznym Blender. Poma-
ranczowe kwadraty reprezentujg punkty kontrolne pokrywajace si¢ z klatami kluczowymi animacji,
a biale okregi reprezentuja uchwyty poszczegolnych krzywych Béziera.

Dodatkowo, programy graficzne maja funkcje, ktore utatwiajg uzytkownikom kon-
trole zachowania ciagglo$ci miedzy sgsiadujacymi krzywymi Béziera poprzez powigzanie
ze sobg odpowiednich punktéw kontrolnych sgsiednich krzywych, udostepniajac odpo-
wiednie kontrolki w interfejsie uzytkownika (rys. D.4).
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Rysunek D.4: Zdjecie czgsci interfejsow graficznych programéw 3ds Max oraz Maya, ktore maja za

zadanie ulatwienie uzytkownikowi kontroli nad ciggtoscia krzywej Béziera w klatkach kluczowych.

Takie powigzania uchwytow powoduja, iz modyfikacja uchwytu jednej krzywej auto-
matycznie powoduje odpowiednig zmian¢ odpowiedniego uchwyty drugiej krzywej tak,
aby zachowana zostata ciggto$¢ klasy C'! lub C2.

Innym narzedziem dostepnym dla uzytkownika jest ustawianie uchwytéw w z gory
okreslonej pozycji. Pozycje powoduja, ze krzywa Béziera przybiera ksztalt gladkiego
startu (ang. Ease-In), gtadkiego hamowania (ang. Ease-Out) czy tez ksztattu linii proste;j.

Doktadniejszy opis krzywych Béziera i problemy z jej uzyciem jako funkcji interpo-

lacyjnej, w metodzie klatek kluczowych, przedstawiony zostat w rozdziale 3.1.

Funkcje wygladzajace (funkcje Pennera [27])

W Swiecie rzeczywistym procesy, takie jak ruch, rzadko majg charakter skokowy.
Ruch obiektow rzeczywistych nie rozpoczyna si¢, ani nie konczy si¢ nagle. Dlatego ze-
staw zaproponowany przez Roberta Pennera [27] zawiera 21 funkcji wygltadzajacych
(ang. easing functions), pokazanych na rysunku D.5, symulujacych poruszanie si¢ obiek-
tow ze zmienng predkoscia w przyjemny dla oka sposob. Funkcje te pogrupowane zostaty
na typy o wspolnych cechach, takich jak: gtadki start (ang. Ease-In), gtadkie hamowanie
(ang. Ease-Out), gtadki start oraz hamowanie (ang. Ease-In-Out). Biblioteki Qt[57] oraz
Windows Presentation Foundation [58] implementuja dodatkowy typ funkcji wygtadza-
jacych gwattowny start 1 hamowanie (ang. Ease-Out-In), ktory nie zostal uwzgledniony

w pracy Pennera.
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Rysunek D.5: Wykresy funkcji wygtadzajacych, gdzie kolumna pierwsza i czwarta przedstawia
funkcje typu gtadki start, kolumna druga i pigta to funkcje typu gladkie hamowanie, a kolumny

trzecia i szosta to funkcje typu gladki start oraz hamowanie.

Funkcje z rysunku D.5 sg to funkcje wielomianowe (na rysunku z przyrostkami Quad,
Cubic, Quart, Quint) lub tez funkcje przestgpne (z przyrostkami Sine, Expo, Circ). Wigcej
na temat opisu matematycznego przedstawionych funkcji wygtadzajacych mozna znalez¢
w pracy [13].

* Krzywe Hermite’a trzeciego stopnia

Krzywa interpolacyjna Hermite’a (gdzie wzor opisany zostal w (1.2)) to krzywa ta-

czaca dwa dane punkty (tak samo jak w interpolacji Béziera), ale w odrdznieniu od inter-

polacji Béziera uzytkownikowi udost¢pnione sa do modyfikacji wektory styczne w punk-

tach (co pokazane jest na rysunku D.6).
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Rysunek D.6: Krzywa Hermite’a trzeciego stopnia reprezentowana przez punkty Py, P, P, P3, wraz
z wektorem styczne Mo, My,Mo,Ms, M4, Ms.

Ciaglosc¢ krzywej sklejanej, zbudowanej z potaczonych krzywych Hermite’a, mozna
zapewnic¢ poprzez podanie wspdlnych koncow i wspolnych wektoréw pochodnych w tych
punktach. Konstrukcja takiej krzywej moze by¢ bardzo pracochtonna, zwiaszcza, gdy

uzyta jest wigksza liczba krzywych Hermite’a w animacji.

* Krzywe Catmulla-Roma

Krzywe Catmulla-Roma sg szeroko wykorzystywane w grafice do réznorodnych za-
stosowan, od modelowania az po animacje [5]. Krzywa Catmulla-Roma (o wzorze (1.4)),
w przeciwienstwie do krzywej Béziera, interpoluje wszystkie punkty kontrolne oprocz
dwoch skrajnych. Wektor stycznej w kazdym punkcie interpolacji rowny jest potowie
wektora wyznaczonego przez wektor zbudowany z nastgpnego punktu kontrolnego mi-
nus poprzedni punkt kontrolny. Takie wymuszenie powoduje, ze taczenie krzywych za-
chowuje klase gtadkosci C'' w punktach interpolacji.

Konstrukcja krzywej Catmulla-Roma, zaproponowana w pracy [5], zwana parametry-
zacja jednostajng (ang. uniform), moze prowadzi¢ do powstania krzywych, ktére zawie-
raja petle oraz samoprzecigcia, przechodzac przez punkty kontrolne (jak na rysunku D.7).
Dlatego tez zostaly opracowanie inne parametryzacje krzywej Catmulla-Roma [44]. Sa
nimi parametryzacje: tukowa (ang. chordal) oraz dosrodkowa (ang. centripetal), stuzace
do minimalizowania, nie zawsze pozadanych efektéw, np. samoprzeciecia (co pokazane

jest na rysunku D.7).
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Rysunek D.7: Krzywe Catmull-Roma w trzech parametryzacjach.

* Krzywe TCB Krzywe TCB autorstwa D. Kochanka i R. Bartelsa [17] sa uogo6lnieniem
krzywych Catmulla-Roma. Posta¢ krzywej wyznaczona jest na podstawie wartosci trzech
parametréw: napiecia (ang. fension), gtadkosci (ang. continuity) oraz skosu (ang. bias).

Wplyw wartosci tych zmiennych na wyglad krzywej przedstawiono na rysunku D.8.

Rysunek D.8: Przyktady wplywu warto$ci parametrow c-Gladkosci, t-Napigcia, b-Skosu na wyglad
krzywych Kochanka-Bartelsa.

Warto zauwazy¢, ze gdy kazdy z tych trzech parametrow, przybiera wartos¢ 0 wow-

czas krzywa Kochanka-Bartelsa bedzie tozsama z krzywa Catmulla-Roma.

Programy graficzne do edycji animacji komputerowej metoda klatek kluczowych maja peing
dowolno$¢ w wyborze mozliwych funkcji interpolacyjnych, jakie udostepniaja uzytkownikom.
I nie wszystkie opisane wyzej funkcje sag implementowane w programach graficznych takich jak

Blender, 3ds Max czy Maya.
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Dodatek E

Probkowanie

Wszystkie funkcje interpolacyjne, bez wzgledu na rodzaj, poddaje si¢ procesowi probkowa-
nia z zadang czgstotliwoscia. W silnikach gier wideo problem interpolacji krzywych czesto jest
rozwigzywany poprzez probkowanie, z pewng czgstotliwoscia, wejsciowej krzywej interpola-
cyjnej (co pokazano na rysunku E.1). Konsekwencjg probkowania krzywej interpolacyjnej jest
stablicowanie krzywej (z zadang czestotliwoscig). Dane stablicowane moga by¢ pomocne do
wyznaczenia funkcji sklejanej pierwszego stopnia, klasy C°, do aproksymacji funkcji wejscio-

wej.
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Rysunek E.1: Rysunek przedstawiajacy ide¢ probkowania krzywej interpolacyjnej, na podstawie

programu Blender.

To podejscie, po pierwsze, powoduje, ze znika problem numerycznego wyznaczenia warto-
$ci dla danego czasu w interpolacji lub znalezienie przeciwobrazu zadanej wartos$ci, gdzie funk-
cja jest wiclomianem co najwyzej trzeciego stopnia. Po drugie, jest mozliwos$¢ wyeliminowania
interpolacji krzywej w ogoéle, gdyz czestotliwos¢ probkowania rowna si¢ czgstotliwosci genero-
wania obrazu, warto$ci funkcji interpolujacej mozna pobiera¢ bezposrednio danych wczesniej
stablicowanych.

Gry wideo wys$wietlane sg na monitorach, ktore od§wiezajg wyswietlany obraz z pewng
konkretng czgstotliwoscia (obecnie dominujaca warto$cia jest 60Hz).

To rozwigzanie, eliminujac jeden problem, generuje inny, jakim jest zwigkszone zapotrze-
bowanie pamigciowe na zapis interpolacji parametrow. Gdy liczba parametréw wykorzystana
w animacji obiektow siega wspomnianej wczesniej wartosci 10°, to dla jednej sekundy ani-

macji obiektoéw zapotrzebowanie wynosi okoto 23 megabajtéw. Nastgpnym problemem moze
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by¢ powtorna edycja probkowanej krzywej, gdyz probkowanie zawezilo w znaczacym stopniu
kontrole nad krzywa z globalnej na lokalng.

Silniki gier wideo, by zmniejsza¢ zapotrzebowanie pami¢ciowe na zapis animacji, cze¢sto
udostepniaja roznego rodzaju kompresje animacji. I tak na przyktadzie silnika Unreal Engine 4

[65] mozna wymieni¢ nastepujace przyktady kompres;ji:

* Kwantyzacja danych (ang. quantization).
Ten proces ma za zadanie zmniejszenie liczby bajtow potrzebnych do zapisana liczb

zmiennoprzecinkowych.

* Usuwanie co drugiego klucza (ang. remove every second key).

Ten proces zmniejsza czgstotliwo$¢ probkowania o potowe np. z 60Hz na 30Hz.

* Usuwanie trywialnych kluczy (ang. remove trivial keys).
Algorytm analizuje punkty kontrolne i usuwa te, ktdre nie zmieniaja wartosci na danym

odcinku czasu.

* Usuwania liniowych probek (ang. remove linear keys).
Algorytm analizuje punkty kontrolne 1 usuwa te, ktore zmieniaja warto$ci w sposob li-

niowy na danym odcinku czasu.

* Dopasowanie krzywej (ang. curve fitting).
Zamiast zapisywac probki wygenerowane przez probkowanie krzywej interpolacyjnej, in-
terpolacja zapisywana jest przez funkcje, ktorej to zapis wymaga mniej miejsca w pamieci

niz zapis probek.
W procesie dopasowania krzywej mozna zastosowa¢ znane metody interpolacji, np:

* Interpolacja wielomianowa

Interpolacja wielomianowa, nazywana tez interpolacja Lagrange’a [62], jest to me-
toda, ktora wykorzystuje wielomian N-go stopnia w interpolacji N + 1 weztow. Wezty
moga by¢ wyznaczane z dang czestotliwoscig. Zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa [40],
dowolng funkcje y = f(x) ciagla na przedziale domknigtym mozna dowolnie przyblizy¢
za pomocg wielomianu odpowiednio wysokiego stopnia.

Warto jest zaznaczy¢ ze wielomian interpolujacy nie musi by¢ (i prawie nigdy nie jest)
optymalnym wielomianem aproksymujacym.

Interpolacja wielomianowa w przypadku, gdy probki sa rowno oddalone od siebie,
moze powodowaé pogorszenie jakosci aproksymacji, mimo zwiekszenia liczby jej we-
ztow. To zjawisko nazwane jest efektem Rungego [33]. Poczatkowo wraz ze wzrostem
liczby wezlow N przyblizenie poprawia si¢, jednak po dalszym wzros$cie IV, zaczyna si¢

pogarszaé, co jest szczegdlnie widoczne na koncach przedziatow. Takie zachowanie sie
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wielomianu interpolujacego jest zjawiskiem typowym dla interpolacji za pomoca wielo-
mianéw wysokich stopni przy stalych odlegto$ciach weztow.

Poniewaz zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa istnieje cigg interpolujacych wielo-
miandw coraz wyzszych stopni, ktore przyblizaja jednostajnie funkcje ciaggla, mozna uwa-
zac to za paradoks, iz efekt Rungego ma doktadnie odwrotny wynik. Jest to spowodowane
brakiem zbieznos$ci szeregu Taylora do funkcji aproksymowanej w przedziale aproksyma-
cji.

Interpolacja funkcjami sklejanymi

Powszechnie stosowang metoda aproksymacji funkcji jest metoda interpolacji funk-
cjami sklejanymi, zwanymi takze splajnami (ang. sp/ine). Funkcja sklejana k-ego stopnia
S to wielomiany k-ego stopnia, ktore posiadaja te wlasciwos¢, ze interpoluja warto$é
wejsciowej funkcji w n + 1 punktach zg, x4, ..., 2, 1,2, (nazywanych wezlami) oraz
maja ciaggte pochodne £ — 1 rzedu w weztach wewnetrznych zq, ..., x,_1.

Interpolacja funkcjami sklejanymi jest czesto preferowana do interpolacji wielomia-
nowej, poniewaz blad aproksymacji moze by¢ niewielki nawet przy uzyciu funkcji skle-
janych niskiego stopnia. Ponadto pozwala unikna¢ efektu Rungego. Dodatkowo mozna
wykazac¢ [33], ze zwigkszanie liczby weztow skutkuje zmniejszaniem btedu aproksymacji
funkcji aproksymowanej wzglgdem normy supremum (btad dazy do 0, dla funkcji klasy
C? lub C*, ktérej pochodne spetniajg warunek Lipschitza).

Warto zaznaczy¢, ze funkcje sklejane pierwszego rzedu sg tozsame z interpolacja
funkcjami liniowymi. NajczeSciej w praktyce stosowane sa splajny trzeciego stopnia, co
w tym przypadku powoduje, ze funkcja sklejana reprezentowana jest przez wielomian
trzeciego stopnia oraz pierwszg i drugg pochodng w weztach. Zachowuja gtadkos¢ klasy
C2.

Do jednoznacznego wyznaczenia wspotczynnikow N wielomiandw co najwyzej trze-
ciego stopnia potrzebne jest rozwigzanie 4 * N rownan. Interpolacja warto$ci w weztach
wymaga 2N réwnan. Aby funkcja interpolowata wartosci w weztach, konieczne sg 2NV
réwnan. Ponadto potrzeba N — 1 réwnan, by zapewni¢ gtadkoéé¢ klasy C!, oraz N — 1 do
zachowania gtadkos$ci klasy C?. Brakujace 2 rownania mozna okresli¢ dowolnie. Roéwna-

nia te majg nazwe warunkow brzegowych i wyr6zni¢ mozna dwa warunki, ktore generuja

— naturalne funkcje sklejane (ang. natural spline)
wystepuje wtedy gdy spetniony zostanie warunek
SY(x9) =0
S{(zn) =0

— zaci$nieta funkcja sklejana (ang. clamped spline)

170



S3(z0) = f'(z0)

Ss(n) = f'(zn)
gdzie f’ to pochodna funkcji aproksymowane;j.

2
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Dodatek F

Nierownos¢ Sobolewa dla funkciji

okreslonych na odcinku

Dodatek ten zawiera kilka elementarnych faktow z teorii przestrzeni Sobolewa. Przestrzenie te
najczesciej oznaczane sg symbolem WP (D), gdzie D C R™ jest obszarem, natomiast dodatnia
liczba rzeczywista p jest wyktadnikiem catkowalnos$ci pierwszych (stabych) pochodnych funk-
cji okreslonych na D. Szersze omdwienie teorii, w szczegdlnosci nierdéwnosci typu Sobolewa,
mozna znalez¢ w [1][12]. W literaturze przedmiotu stata wystepujaca w klasycznej nierdéwnosci
Sobolewa [12] zalezna jest od obszaru D, wymiaru n przestrzeni i wykladnika catkowalnosci p
(np. [12] twierdzenia 4.10.1, 4.10.3, 4.10.5). W przypadku jednowymiarowym dla przestrzeni
Sobolewa W2 funkcji okreslonych na odcinku (a, b) w niniejszej pracy udalo sie¢ wyznaczy¢

najlepszg stalg dla nieréwnosci Sobolewa (twierdzenie 3).

F.1 Definicje

Niech a < b beda dwiema liczbami rzeczywistymi. Niech v bedzie liczba rzeczywistg z prze-
dziatu (0, 1). Dla funkcji f: (a,b) — R, niech

[ flles = sup [f(z)] (norma supremum),
a<z<b
wy(f) = sup M (7-p6tnorma Holdera),
sye(ay) 1T =yl
TFy
| fllcor(ap) = | flloo + wy(f) (y-norma Hoéldera).

Poniewaz w rozpatrywanym w pracy przypadku wymiar (odcinka) jest n = 1 oraz wyktad-
nik catkowalno$ci jest p = 2, wiec v = % [12] [1].

Niech I/T/l,g(a, b) oznacza przestrzen rozniczkowalnych funkcji rzeczywistych f takich, ze
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[ fll1,2 < oo, gdzie

| fll12 = (Hf”% + Hflﬂg)m ((1,2)-norma Sobolewa).

ik = ([ 1rorar) T ([rora)

F.2 Podstawowe nierownosci

oraz
1/2

Twierdzenie 1. Jesli f € W2(a,b), fo

wiy2(f) < 12

Dowdd. Jesli x,y € (a,b) spehniaja < y, to

fy) — flx) = / ") ar

1 na mocy nierownosci Cauchy’ego-Schwarza

S =l /: F®lde < </: If'(t)\th> v (/: 12 dt) v

=Vy =z fl2-
Stad, natychmiast, dla x,y € (a, b) takich, ze x # y,

|f(z) = f(y)l
|z —y|

Biorac supremum po wszystkich odpowiednich z, y otrzymujemy finalnie

< 12 (F.1)

wiya(f) < 12 u

Twierdzenie 2. Jesli f € W2(a,b), to

1/2

1fllo < (b—a+(—a)™") "Il

Dowdéd. Na mocy catkowego twierdzenia o warto$ci $redniej istnieje € € (a, b) takie, ze

1 b
= t)dt. F.2
16 = 5= | 1 (k2)
Jesli x € (a,b), to, korzystajac z (F.1) z y zastapionym przez &,

[f(z) = FEOI < Vlw =&l Ml < Vo —all ]2,
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a stad
[f (@) < Q]+ Vb —allf]2 (F.3)

Z kolei, pamietajac o (F.2) 1 stosujac ponownie nierownos$¢ Cauchy’ego-Schwarza, dostajemy

eyt [ 1s |dt<—(/ s r2dt) (/abﬁdt)m

1/2

:r(/ \f(t)|2dt> mzmufnz.

Ostatnia nierownos$¢ wraz z (F.3) daje

|f@) < Vb—alfl+

1
\/m”f”?a

a po wzigciu supremum po wszystkich z

[fllee £ Vb= allfll2+

1

Wykorzystujac nierownos$¢ Cauchy’ego-Schwarza raz jeszcze otrzymujemy finalnie

1/2
2 1 1/2
1flle < [ (VD—0a) + ——5 115 + 1L £113
( > (Vb—a)’ (171 2
— (b—a+®—a)")"? | fllra O
Twierdzenie 3. Jesli f € W'2(a,b), to
1/2
Illeorrzn < (VE=a+12+ b =a)") " Iflls.

Dowod. Z twierdzenia 1 oraz nierownosci (F.4) otrzymano

1
I losiany < (VE=a+ DIF + —=—IIfll
Teraz nierowno$¢ Cauchy’ego-Schwarza daje
1 1/2 1/2
I lovsian < ((VE=a+ 17+ s ) (I IS1E)
1/2
— (Vo=a+ 12+ (b=a)") "I e =

Twierdzenie 4. Jesli | jest ciggla funkcjg na [a, b] i rézniczkowalng na (a,b) takg, ze f(a) =0
oraz || f'l|a < oo, to

1Fllcoarzgapy < (14 Vo= a)llf]l2-

Dowdd. Wraz z warunkiem f(a) = 0 nieréwno$¢ (F.1) z z = a implikuje, ze

fWI < Vy—allfl
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dla kazdego y € (a,b). Stad | f(y)| < Vb — a||f’||» dla kazdego y € (a,b), a dalej
1fllsc < VO —all f']2-
Z drugiej strony, na mocy Twierdzenia 1 mamy

w2 (f) < A1f 2

I tak

[ lcoarzaey < I Nl2+ Vo —allflla = (1 + Vb —a)[[ ]|z
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